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Áàéåñîâñêèé ïîäõîä â ýêîíîìåòðè÷åñêîì àíàëèçå

Ïðåäëàãàåìàÿ â äàííîì íîìåðå æóðíàëà êîíñóëüòàöèÿ ïîñâÿùåíà òàê íàçûâàåìîìó

áàéåñîâñêîìó ïîäõîäó â ýêîíîìåòðè÷åñêîì àíàëèçå, îñíîâàííîìó íà ñóáúåêòèâíî-

âåðîÿòíîñòíîì ñïîñîáå îïåðàöèîíàëèçàöèè ïðèíöèïà ìàêñèìàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ

(íàðÿäó ñ èñõîäíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè) à ï ð è î ð í î é èíôîðìàöèè îá èññëå-

äóåìîì ïðîöåññå.

Áàéåñîâñêèå ìåòîäû øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â òåîðèè è ïðàêòèêå ýêîíîìåòðè÷å-

ñêîãî àíàëèçà è ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííûõ ó÷åáíûõ ïðî-

ãðàìì ìàãèñòåðñêîãî óðîâíÿ ïî ýêîíîìåòðèêå â âåäóùèõ óíèâåðñèòåòàõ ìèðà. Îñîáåí-

íî çàìåòíûå ïðåèìóùåñòâà (ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè) ñ òî÷êè çðåíèÿ

òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ îíè èìåþò â óñëîâèÿõ î ò í î ñ è -

ò å ë ü í î ì à ë û õ âûáîðîê, ÷òî âåñüìà õàðàêòåðíî äëÿ ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ.

1. «Философия» и общая логическая схема байесовского подхода

Ï
óñòü â îïèñàíèè ðàññìàòðèâàåìîé ýêîíîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè (çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ
àíàëèçèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ôóíêöèè ðåãðåññèè, âðåìåííî ´ãî ðÿäà, ñèñòåìû
îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé è ò. ï. ) ó÷àñòâóåò s-ìåðíûé ïàðàìåòð 7 � ( , , . . . , )! ! !1 2 s

T

è íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íàèëó÷øåé, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ñòàòèñòè÷åñêîé
îöåíêè �7 ýòîãî ïàðàìåòðà ïî èìåþùèìñÿ k-ìåðíûì íàáëþäåíèÿì X x x xi i i i

k� ( , , . . . , )( ) ( ) ( )1 2 T ,
i n� 1 2, , . . . , . Âåðõíèé èíäåêñ T çäåñü è â äàëüíåéøåì îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ
âåêòîðà èëè ìàòðèöû, ïðîïèñíûìè áóêâàìè áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ âåêòîðíûå âåëè÷èíû (çà-
ïèñûâàåìûå êàê âåêòîðû-ñòîëáöû), à ñòðî÷íûå áóêâû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ îäíîìåðíûõ (âîçìîæíûõ èëè íàáëþäåííûõ) çíà÷åíèé àíàëèçèðóåìûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí.

Áàéåñîâñêèé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ôîðìàëèçàöèè è îïåðàöèî-
íàëèçàöèè òåçèñà, â ñïðàâåäëèâîñòè êîòîðîãî íåò âèäèìûõ ïðè÷èí ñîìíåâàòüñÿ: ñòåïåíü

íàøåé ðàçóìíîé óâåðåííîñòè â íåêîòîðîì óòâåðæäåíèè (êàñàþùåìñÿ, íàïðèìåð, íåèç-

âåñòíîãî ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ïàðàìåòðà) âîçðàñòàåò è êîððåêòèðó-

åòñÿ ïî ìåðå ïîïîëíåíèÿ èìåþùåéñÿ ó íàñ èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìîãî ÿâëå-

íèÿ. Ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûå ôîðìû èíòåðïðåòàöèè è ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîãî òåçèñà, â òîì ÷èñ-
ëå íå èìåþùèå îòíîøåíèÿ ê áàéåñîâñêîìó ïîäõîäó. Îäíà èç íèõ âûðàæåíà, íàïðèìåð,
â ñâîéñòâå ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè �7 n íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà 7: ÷åì áîëüøå îáúåì âû-
áîðêè n, íà îñíîâàíèè êîòîðîé ìû ñòðîèì ñâîþ îöåíêó �7 n , òåì áo ´ëüøåé èíôîðìàöèåé îá
ýòîì ïàðàìåòðå ìû ðàñïîëàãàåì è òåì áëèæå (â ñìûñëå ñõîäèìîñòè �7 n ê 7 ïî âåðîÿòíîñòè)
ê èñòèíå íàøå çàêëþ÷åíèå.

Ñïåöèôèêà èìåííî áàéåñîâñêîãî ñïîñîáà îïåðàöèîíàëèçàöèè ýòîãî òåçèñà îñíîâàíà íà

äâóõ ïîëîæåíèÿõ.
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1) Âî-ïåðâûõ, «ñòåïåíü íàøåé ðàçóìíîé óâåðåííîñòè» â ñïðàâåäëèâîñòè íåêîòîðîãî

óòâåðæäåíèÿ ÷èñëåííî âûðàæàåòñÿ â âèäå âåðîÿòíîñòè . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü
â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå âûõîäèò çà ðàìêè åå èíòåðïðåòàöèè â òåðìèíàõ óñëîâèé ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî àíñàìáëÿ (ñì. ï. Â.2.1 â [Àéâàçÿí, Ìõèòàðÿí (2001à)]), íî îòíîñèòñÿ ê îäíîé èç êàòåãî-

ðèé ñóáúåêòèâíîé øêîëû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
2) Âî-âòîðûõ, ñòàòèñòèê ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå èñõîäíîé èí-

ôîðìàöèè îäíîâðåìåííî èíôîðìàöèþ äâóõ òèïîâ: àïðèîðíóþ è ñîäåðæàùóþñÿ â èñõîäíûõ

ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ (ñì. ï. Â.3.2 â [Àéâàçÿí, Ìõèòàðÿí (2001à)]). Ïðè ýòîì àïðèîðíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ ïðåäîñòàâëåíà åìó â âèäå íåêîòîðîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

àíàëèçèðóåìîãî íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà, êîòîðîå îïèñûâàåò ñòåïåíü åãî óâåðåííîñòè
â òîì, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð ïðèìåò òî èëè èíîå çíà÷åíèå, åùå äî íà÷àëà ñáîðà èñõîäíûõ ñòà-

òèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Ïî ìåðå æå ïîñòóïëåíèÿ èñõîäíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ñòàòèñòèê
óòî÷íÿåò (ïåðåñ÷èòûâàåò) ýòî ðàñïðåäåëåíèå, ïåðåõîäÿ îò àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ê àïî-

ñòåðèîðíîìó, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî èçâåñòíóþ ôîðìóëó Áàéåñà:
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, (1)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ Ai (ïðè óñëîâèè,
÷òî ñîáûòèå B óæå èìåëî ìåñòî) ïî áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ Ai è óñëîâíûì âåðîÿò-
íîñòÿì P B A j{ | }, j N� 1 2, , . . . , . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A A AN1 2, , . . . , îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñ-
òåìó ñîáûòèé, à ñîáûòèå B èìååò íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü (ò. å. P B{ } �0).

Îáùàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà áàéåñîâñêîãî ìåòîäà îöåíèâàíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ñõåìû áàéåñîâñêîãî îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà.
Àïðèîðíûå ñâåäåíèÿ î ïàðàìåòðå 7 îñíîâàíû íà ïðåäûñòîðèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ

àíàëèçèðóåìîãî ïðîöåññà (åñëè òàêîâàÿ èìååòñÿ) è íà ïðîôåññèîíàëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèÿõ î åãî ñóùíîñòè, ñïåöèôèêå, îñîáåííîñòÿõ è ò. ï. Â êîíå÷íîì èòîãå ýòè àïðè-
îðíûå ñâåäåíèÿ äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ôóíêöèè p( )7 , çàäàþùåé àïðèîðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà è èíòåðïðåòèðóåìîé êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàðàìåòð ïðèìåò
çíà÷åíèå, ðàâíîå 7, åñëè ïàðàìåòð äèñêðåòåí, èëè êàê ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
â òî÷êå 7, åñëè ïàðàìåòð íåïðåðûâåí ïî ñâîåé ïðèðîäå.

Èñõîäíûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå X X X n1 2, , . . . , ïîðîæäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f X( | )7 , ãäå ïîä f X( | )7 ïîíèìàåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ïëîòíî-
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Ðèñ. 1. Îáùàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà â ñòàòèñòè÷åñêîì îöåíèâàíèè



ñòè íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ? ? ? ?� ( , , . . . , )( ) ( ) ( )1 2 k T â òî÷êå X, åñëè ?— íåïðåðûâ-
íà, èëè âåðîÿòíîñòü P X{ | }? � 7 , åñëè ? äèñêðåòíà (ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèå íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà ðàâíî 7). Ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàáëþäåíèÿ

X X X n1 2, , ,� (2)

ïðè ôèêñèðîâàííîì 7 ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè âçàèìîíåçàâèñèìûìè, ò. å. îáðàçóþò ñëó÷àé-

íóþ âûáîðêó èç àíàëèçèðóåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Òàê ÷òî, ïîëó÷àÿ èñõîäíûå ñòàòè-
ñòè÷åñêèå äàííûå (2), ìû ê èìåþùåéñÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðå (â âèäå ôóíê-
öèè p( )7 ) ïðèñîåäèíÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ âûáîðî÷íóþ (ýìïèðè÷åñêóþ) èíôîðìàöèþ.

Ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L X X n( , . . . , | )1 7 (óñëîâíàÿ, ïðè äàííîì 7)
èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé (2) îïðåäåëèòñÿ (ñ ó÷åòîì èõ óñëîâíîé âçàèìîíåçàâèñèìîñòè) ñîîò-
íîøåíèåì

L X X X f X f X f Xn n( , ,..., | ) ( | ) ( | ) ... ( | )1 2 1 27 7 7 7� � � � . (3)

Âû÷èñëåíèå àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ~( | , . . . , )p X X n7 1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ôîðìóëû Áàéåñà (1) (èëè åå íåïðåðûâíîãî àíàëîãà), â êîòîðîé ðîëü ñîáûòèÿ Ai èãðàåò
ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèå îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà ðàâíî 7, à ðîëü óñ-
ëîâèÿ B — ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ n íàáëþäåíèé, ïðîèçâåäåííûõ
â àíàëèçèðóåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, çàôèêñèðîâàíû íà óðîâíÿõ X X X n1 2, , . . . , . Ñîîò-
âåòñòâåííî, èìååì:

~( | ,..., )
( ) ( ,..., | )

( ,..., | )
p X X

p L X X

L X X p
n

n

n

7
7 7

7
1

1

1

�
� ( )7 7d@

. (4)

Ïîñòðîåíèå áàéåñîâñêèõ òî÷å÷íûõ è èíòåðâàëüíûõ îöåíîê îñíîâàíî íà èñïîëüçî-
âàíèè çíàíèÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ~( | , , )p X X n7 1 � , çàäàâàåìîãî ñîîòíîøåíèåì
(4). Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå áàéåñîâñêèõ òî÷å÷íûõ îöåíîê � ( )7 Á èñïîëüçóþò ñðåäíåå èëè ìî-
äàëüíîå çíà÷åíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. :

� ( | , , ) ~( | , , )( )
( )7 7 7 7 7ñð
Á � � @E X X p X X dn n1 1� � , (5)

� max~( | ,..., )( )7 7
7

ìîä
Á arg� p X X n1 .

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáùåãî âèäà àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè~( | , . . . , )p X X n7 1 íàì
äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî ÷èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè (4), òàê êàê çíàìåíàòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ
èãðàåò ðîëü íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ è îò 7 íå çàâèñèò (ýòî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïðî-
öåññ ïðàêòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ îöåíîê � ( )7 ñð

Á è � ( )7 ìîä
Á ).

Îòìåòèì òàêæå îäíî âàæíîå îïòèìàëüíîå ñâîéñòâî îöåíêè � ( )7 ñð
Á . Ïóñòü � ( , . . . , )7 X X n1 — ëþ-

áàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà 7. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè êà÷åñòâî ëþáîé îöåíêè � ( , . . . , )7 X X n1 èçìåðÿòü
òàê íàçûâàåìûì àïîñòåðèîðíûì áàéåñîâñêèì ðèñêîì

R X X X X X Xn n n
( ) ( ,..., ) {( � ( ,..., ) ) | ,..., } ( �Á

1 1
2

1� 	 �E 7 7 7 7 7 7( ,..., ) ) ~( | ,..., )X X p X X dn n1
2

1	@
èëè åãî ñðåäíèì (óñðåäíåíèå — ïî âñåì âîçìîæíûì âûáîðêàì (2)) çíà÷åíèåì Rñð

Á( ) , òî áàéå-
ñîâñêàÿ îöåíêà (5) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé è â òîì è â äðóãîì ñìûñëå.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàéåñîâñêîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ïàðàìåòðà 7 íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå (4) ôóíêöèþ ~( | , )p X X n7 1 � àïîñòåðèîðíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ

ïàðàìåòðà 7, à çàòåì ïî çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè P0 îïðåäåëèòü 100
1

2
0� P

è

100
1

2
0	 P

%-íûå òî÷êè ýòîãî çàêîíà, êîòîðûå è äàþò ñîîòâåòñòâåííî ëåâûé è ïðàâûé êîíöû

èñêîìîé èíòåðâàëüíîé îöåíêè.
Çàìåòèì, ÷òî áàéåñîâñêèé ñïîñîá îöåíèâàíèÿ ìîæåò äàâàòü âåñüìà îùóòèìûé âûèãðûø

â òî÷íîñòè ïðè îãðàíè÷åííûõ îáúåìàõ âûáîðîê ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûì «÷àñòîòíûì»
ïîäõîäîì. Â ïðîöåññå æå íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà îáúåìà âûáîðêè n îáà ïîäõîäà áóäóò äà-
âàòü, â ñèëó èõ ñîñòîÿòåëüíîñòè, âñå áîëåå ïîõîæèå ðåçóëüòàòû.

«Óçêèå ìåñòà» èëè òðè ãëàâíûõ âîïðîñà, âîçíèêàþùèå ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà:

i) êàê âûáðàòü îáùèé âèä (ò. å. ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî p D( ; )7 ) àïðèîðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà?

ii) êàê ïîäîáðàòü ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ D0 ïàðàìåòðîâ D, îïðåäåëÿþùèå êîíêðåòíûé âèä
àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè óæå ñäåëàííîì âûáîðå îáùåãî âèäà p D( ; )7 ?

iii) êàê ïðåîäîëåâàþòñÿ òðóäíîñòè ðåàëèçàöèè ôîðìóëû (4) ïðè âû÷èñëåíèè àïîñòåðèîð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ~( | , , )p X X n7 1 � ?

2. Априорные распределения,
сопряженные с наблюдаемой генеральной совокупностью

(определение и условие существования)

Â ðåøåíèè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå òðåõ ãëàâíûõ âîïðîñîâ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîïðÿæåííûå ñ íàáëþäàå-

ìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ (èëè, ÷òî òî æå, — ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîïðÿæåííûå ñ ôóíêöè-
åé ïðàâäîïîäîáèÿ L X X n( , | )1 � 7 ).

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé G p D� { ( ; )}7 íàçûâàåòñÿ ñîïðÿ-

æåííûì ïî îòíîøåíèþ ê íàáëþäàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè f X( | )7 (èëè ïî îòíîøå-
íèþ ê ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ L X X n( , . . . , | )1 7 , åñëè è àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
~( | , . . . , )p X X n7 1 , âû÷èñëåííîå ïî ôîðìóëå (4), ñíîâà ïðèíàäëåæèò ýòîìó æå ñåìåéñòâó G.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé G ñîïðÿæåíî ñ L X X n( , . . . , | )1 7 , åñëè îíî çàìê-

íóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè (4) ïåðåñ÷åòà àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â àïîñòåðèîðíîå.
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå àïðèîðíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé (ç.ð.â. ) ñîïðÿæåííûõ ïî îòíîøåíèþ ê L ïëîòíîñòåé «ðàñøèâàåò» óçêîå ìåñòî (iii): ïî-
ñêîëüêó îáùèé âèä àïîñòåðèîðíîãî ç.ð.â. â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòåí, îñòàåòñÿ ëèøü óìåòü ïåðå-
ñ÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ åãî ïàðàìåòðîâ D ïðè ïåðåõîäå îò àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ê àïî-
ñòåðèîðíîìó.

Êàê ìû óâèäèì ïîçæå (ñì. íèæå ï. 3), èñïîëüçîâàíèå ñîïðÿæåííûõ ç.ð.â. â êà÷åñòâå àïðè-
îðíûõ îêàçûâàåòñÿ â øèðîêîì êëàññå ñëó÷àåâ âïîëíå åñòåñòâåííûì è îïðàâäàííûì, ÷òî ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü îòâåò è íà âîïðîñ (i).

Íî âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò ñîïðÿæåííîå ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîé ôóíêöèè L X X X n( , , . . . | )1 2 7
ðàñïðåäåëåíèå, è åñëè îíî ñóùåñòâóåò, òî êàê åãî íàéòè?
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Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñîïðÿæåííîãî ñåìåéñòâà àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

åñëè ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L X X n( , . . . , | )1 7 ïðåäñòàâèìà â ôîðìå

L X X v T X X T X Xn n m n( ,... | ) ( ( ,... ), ..., ( ,... ); )1 1 1 17 7� �A( ,... )X X n1 , (6)

ãäå T X Xj n( , . . . )1 ( , , . . . , )j m� 1 2 èA( , . . . )X X n1 — íåêîòîðûå ôóíêöèè îò íàáëþäåíèé X X n1 , . . . , , íå
çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ7, òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâîG p D� ( ; )7 àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé,
ñîïðÿæåííîå ñ L X X n( , . . . , | )1 7 1.

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîïðÿæåííîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ðÿäå
ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1.

Àíàëèçèðóåìàÿ (íàáëþäàåìàÿ) ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü íîðìàëüíà ñ íåèçâåñòíûì çíà-
÷åíèåì ñðåäíåãî E? !� è èçâåñòíîé äèñïåðñèåé D?  � 0

2 (áóäåì îáîçíà÷àòü â äàëüíåéøåì
ïîäîáíûé ôàêò â ôîðìå ? !  <Nq ( ; )0

2 , ãäå ? — íàáëþäàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à íèæíèé
èíäåêñ q îïðåäåëÿåò åå ðàçìåðíîñòü; òàê ÷òî, åñëè ? ? ?� ( , . . . , )( ) ( )1 k T — âåêòîð, òî
? ?<Nk ( ; )7 9 îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàçìåðíîñòè k ðàñïðåäåëåíà
íîðìàëüíî ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ çíà÷åíèé 7 � ( , , . . . , )! ! !1 2 k

T è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé
9? ). Â äàííîì ïðèìåðå

L x x f x en i

n

i

n

( ,..., | ) ( | )
(

1

01

1

21

2
0
2

! !
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 � �
#

$
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&

'
((

�

	

B
x

n
x

n
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i

n

i

e e
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$
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'
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!
 

!
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) ( ) (2

1 0
2

2

0
22

0

1

21

2

	
�

 x

i

n

) 2

1 . (7)

Ìû âèäèì, ÷òî ðîëü ôóíêöèè v T x x n( ( . . . ); )1 ! èç ïðàâîé ÷àñòè (6) èãðàåò ïåðâûé ñîìíîæè-

òåëü â ïðàâîé ÷àñòè (7), ïðè÷åì m T x x x
n

xn i

i

n

� � �
�

1

1
1

1

, ( , . . . , ) (äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà),

à ñëåäóþùèå çà v x( ; )! ñîìíîæèòåëè ïðàâîé ÷àñòè (7) îò! íå çàâèñÿò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåé-
ñòâî àïðèîðíûõ, ñîïðÿæåííûõ ñ L ðàñïðåäåëåíèé ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 2.

? !
!

<
#

$
%

&

'
(N1 1

2

1
; , ãäå è ñðåäíåå çíà÷åíèå ! ?1� E , è ! 2 — ïàðàìåòð òî÷íîñòè !

?
2

1
�

#

$
%

&

'
(

D
íåèç-

âåñòíû (ò. å.7 � ( , )! !1 2 ). Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì æå ïðåäñòàâëåíèåì (7) äëÿ ôóíêöèè ïðàâäî-

ïîäîáèÿ L, óáåæäàåìñÿ, ÷òî T x x xn1 1( , . . . , ) � , T x x s
n

x xn i

i

n

2 1
2 2

1

1
( , . . . , ) ( )� � 	

�

 (äîñòàòî÷íûå ñòà-

òèñòèêè), òàê ÷òî â äàííîì ñëó÷àå m � 2 è ñåìåéñòâî àïðèîðíûõ, ñîïðÿæåííûõ (ïî îòíîøå-

íèþ ê L) ðàñïðåäåëåíèé ñóùåñòâóåò.
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1 Ôóíêöèè T X Xj n( , . . . , )1 , ó÷àñòâóþùèå â ïðåäñòàâëåíèè (6) (åñëè òàêîâîå ñóùåñòâóåò), íàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íû-

ìè ñòàòèñòèêàìè â çàäà÷å ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ7 � ( , , , )! ! !1 2 � s
T . Ðàçìåðíîñòü m âåêòîðíîé

äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T X X T X X T X Xn n m n( , . . . , ) ( ( , . . . , ), . . . , ( , . . . , ))1 1 1 1� êîíå÷íà ïðè n CD è çàâèñèò îò ñïåöèôèêè ôóíê-
öèè L è ðàçìåðíîñòè s îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà7. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè è ïðèëî-
æåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Â ÷àñòíîñòè, îíè èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øèõ íåñìåùåííûõ
îöåíîê â ñëåäóþùåé ñõåìå: ïóñòü �7 — íåêîòîðàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðîâ7 è tr 9� D; òîãäà � ( � | )7 71 �E T

áóäåò ñíîâà íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðîâ 7, ïðè÷åì tr tr9 97 7� �
1
� (ïîä 97� ïîíèìàåòñÿ êîâàðèàöèîííàÿ

ìàòðèöà âåêòîðà �7).



Ïðèìåð 3.

Àíàëèçèðóåòñÿ áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ? ! ( )M — ÷èñëî «óñïå-
õîâ» â ñåðèè èç M èñïûòàíèé Áåðíóëëè, ãäå !— íåèçâåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü «óñïåõà» â îäíîì
òàêîì èñïûòàíèè, à M — îáùåå ÷èñëî (èçâåñòíîå) èñïûòàíèé Áåðíóëëè â ðàññìàòðèâàåìîé
ñåðèè, òàê ÷òî

f x P M x C x MM
x x M x( | ) { ( ) | } ( ) , , , ,...,! ? ! ! !!� � � 	 �	1 0 12 .

Íàáëþäàþòñÿ n òàêèõ ñåðèé. Òîãäà

L x x x Cn M
x x M x

i

n x
i i i

i

i

n

( , , ..., | ) ( ) (1 2

1

1 11! ! ! !� 	 �	

�
B �



	

	

�

�


B!)

nM x

M
x

i

ni

i

n

iC1

1

,

ãäå xi — ÷èñëî «óñïåõîâ» â i-é ñåðèè.

Ïîýòîìó â ðàìêàõ îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6) â äàííîì ñëó÷àå èìååì:m�1, T x x x —n i

i

n

( , . . . , )1

1

�
�



äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå àïðèîðíîãî, ñîïðÿæåííîãî ñ L

ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà !.

Ïðèìåð 4.

Àíàëèçèðóåòñÿ îòðèöàòåëüíî áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ? !( ; )K —
÷èñëî èñïûòàíèé â ñõåìå Áåðíóëëè äî K-ãî ïîÿâëåíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ñîáûòèÿ, ãäå!— íå-
èçâåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ ïðè îäíîì èñïûòàíèè, à K — íåêîòîðîå çà-

äàííîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

f x P K x C x K Kx
K K x K( | ) { ( ; ) | } ( ) , , ,...! ? ! ! ! !� � � 	 � �	
	 	
1
1 1 1 ,

òàê ÷òî

L x x Cn x
K K

i

n
x K Kn

x

i

i

i

( ,..., | ) ( ) ( )1 1
1

1

1 1! ! ! ! !� 	 � 		
	

�

	B
	

	
	

�

�



�B
Kn

x
K

i

n

i

n

i
C1

1
1

1

.

Ïîýòîìó â ðàìêàõ îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6) â äàííîì ñëó÷àå èìååì:m�1, T x x x —n i

i

n

( , . . . , )1

1

�
�



äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå àïðèîðíîãî, ñîïðÿæåííîãî ñ L

ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà !.

Ïðèìåð 5.

Â äàííîì ïðèìåðå ðå÷ü èäåò îá îöåíèâàíèè ïàðàìåòðà ! ïóàññîíîâñêîãî ç.ð.â., ò. å.

f x P x
x

e x
x

( | ) { | }
!

, , , ,...! ? !
! !� � � �	 0 12 ,

òàê ÷òî

L x x x
x

e e
x

n

x

ii

n
n

x

i

i i

i

n

( , , ..., | )
!

1 2

1

1
1

!
!

!! !� � � �
�

	 	B �



!

#

$
%

&

'
(

�
B

i

n

1

.

Ñðàâíèâàÿ ñ îáùèì ïðåäñòàâëåíèåì (6), â äàííîì ñëó÷àå èìååì: m�1, T x x x —n i

i

n

( , . . . , )1

1

�
�



äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå àïðèîðíîãî, ñîïðÿæåííîãî ñ L

ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà !.
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Ïðèìåð 6.

Àíàëèçèðóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ (áåç ñäâèãà) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íåèç-
âåñòíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ìàñøòàáà !, ò. å.

f x
e x

x

x

( | )!
! !

�



�

�
�
�

	 ïðè

ïðè

0

0 0
.

Ñîîòâåòñòâåííî:

L x x e x

x

n

n
x

i

i

i

i

n

( , , | )1
1 0

0 0

� ! !
!

� 


�

� 	
#

$
%
%

&

'

(
(
�

�



ïðè

ïðè
�
�

��
.

Â ðàìêàõ îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6) â äàííîì ñëó÷àå èìååì: m � 1; T x x xn i

i

n

( , . . . , )1

1

�
�

 —

äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå àïðèîðíîãî, ñîïðÿæåííîãî ñ L

ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà !.

Ïðèìåð 7.

Àíàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [ ; ]0 ! ïðè
íåèçâåñòíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà !, ò. å.

f x
x

x
( | )

[ ; ]
! !

!

!
� � �

E

�
�
�

��

1
0

0 0

ïðè

ïðè
.

Ñîîòâåòñòâåííî:

L x x x n xn

n

i n
i( , ..., | ) ( ) max .max1

1

1
!

!
!� #

$
%
&
'
( 
 �

� �
ïðè

Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6) èìååì: m � 1; T x x x nn( , . . . , ) ( )max1 � —
äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå àïðèîðíîãî, ñîïðÿæåííîãî ñ L

ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà !.

Ïðèìåð 8.

Àíàëèçèðóåòñÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñ íåèçâåñòíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ôîð-
ìû !, ò. å.

f x
x

x
x x

x x

( | )!
! !

!� 


�

�
�
�

��
�

0

1 0

00

ïðè

ïðè
,

ãäå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå x 0 ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì.

Ñîîòâåòñòâåííî:

L x x x x
g

x
n

n n
i

i

n
n n( , ..., | )

( )

1 0

1

1

0

! ! !!

!

� �
#

$
%%

&

'
(( �

�

	 �

B #

$
%

&

'
( �
	

	

n

n
ng

!

,

ãäå g xn i

i

n n

�
#

$
%

&

'
(

�
B

1

1

— ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå çíà÷åíèå íàáëþäåíèé x x x n1 2, , . . . , àíàëèçèðóå-

ìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàùàÿñü ê (6), èìååì m � 1, T x x gn n( . . . )1 � —
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äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå àïðèîðíîãî, ñîïðÿæåííîãî ñ L

ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà !.

Ïðèìåð 9.

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ëèíåéíóþ ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè (ÊËÌÌÐ, ñì., íà-
ïðèìåð, [Àéâàçÿí (2001), §2.2]) ñ íîðìàëüíûìè, â ñðåäíåì íóëåâûìè, âçàèìîíåçàâèñèìûìè
è ãîìîñêåäàñòè÷íûìè îñòàòêàìè � � �1 2, , . . . , :n

Y � �X7 �, (8)

ãäå Y y y y n� ( , , , )1 2 � T è X �

#

$

%
%
%
%
%

&1

1

1

1
1

1

2
1

2

1

x x

x x

x x

k

k

n n
k

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

�

�

� � � �

� '

(
(
(
(
(

—

íàáëþäåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî çàâèñèìîé (y) è îáúÿñíÿþùèõ ( ( , , . . . , ) )( ) ( )X x x k� 1 1 T

ïåðåìåííûõ, � � � �� ( , , . . . , )1 2 n
T — ñëó÷àéíûå ðåãðåññèîííûå îñòàòêè, à 7 � ( , , . . . , )! ! !0 1 k

T è
h i� 	( )D� 1 — íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Íàïîìíèì, ÷òî çíà÷åíèÿ X, â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ÊËÌÌÐ, ÿâëÿþòñÿ íåñëó÷àéíûìè è ÷òî óïîìÿíóòûå âûøå ñâîéñòâà
ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ ôîðìóëèðóþòñÿ â ôîðìå óñëîâèé:

�< #
$
%

&
'
(N

h
n n0 I;

1
, (9)

ãäå In — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n, êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îñòàòêîâ9� �
1

h
nI , à ïà-

ðàìåòð h i� 	( )D� 1 îáû÷íî íàçûâàþò ïàðàìåòðîì òî÷íîñòè.

Ñ ó÷åòîì (8)–(9) ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ íàáëþäåíèé ( , )X Y ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â ôîðìå:

L Y h
h

e

n

n

h
Y Y

( , | ; )

( )

( ) ( )
X

X X

7
7 7

�
	 	 	2

2

2

21

T

. (10)

Íî ( ) ( ) ( � � ) ( � � ) [( �Y Y Y Y Y	 	 � 	 � 	 	 � 	 � 	X X X X X X X X X7 7 7 7 7 7 7 7T T 7 7 7) ( � )]� 	 >X T

> 	 � 	[( � ) ( � )]Y X X7 7 7 , ãäå � ( )7 � 	X X XT T1 Y — îöåíêà ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïàðà-
ìåòðîâ ðåãðåññèè 7.

Ïîýòîìó
( ) ( ) ( � ) ( � ) ( � ) ( � )Y Y Y Y	 	 � 	 	 � 	 	X X X X X X7 7 7 7 7 7 7 7T T T T , (11)

òàê êàê ( � ) ( � ) [ ( � )] ( � ) ( � )( �Y Y Y	 	 � 	 	 � 	 	X X X X X X X7 7 7 7 7 7 7 7T T T T T 7) [ (( ) )� 	 >	Y YT T T TX X X X1

> 	 � 	 	 �	( )]( � ) [ ( ) ( )]( � )X X X X X X X XT T T T T7 7 7 7Y Y 1 0.
Âîçâðàùàÿñü ê (10) è âûðàæàÿ â (11) ñóììó êâàäðàòîâ ÌÍÊ-îöåíåííûõ îñòàòêîâ

( � ) ( � )Y Y	 	X X7 7T ÷åðåç îöåíêó îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè � ( � ) ( � ) 2 1

1
�

	 	
	 	

n k
Y YX X7 7T , èìååì:

L Y h h e
n

n n k
h

h

( ; | ; )

( )

� ( � )

X 7
7 7

� �
	

	 	#

$
%

&

'
( 	 	1

2 2

2

1

2 2
2

1

 T X XT ( � )7 7	

. (12)
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Îòìåòèì, ÷òî � 2 è �7, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, îïðåäåëÿþòñÿ ïî Y YT , X T Y è X XT , òàê ÷òî è â äàí-
íîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L ïðåäñòàâèìà â ôîðìå (6), â êîòîðîé íàáîð äîñòàòî÷-
íûõ ñòàòèñòèê T Y( ; )X êîíå÷åí (ïðè nCD) è îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêàìè Y YT è X T Y . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ 7 è h, ñîïðÿæåííîå ñ L.

3. Генезис априорных сопряженных распределений

Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ øèðîêîãî êëàññà íàáëþäàåìûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, ôóíêöèè
ïðàâäîïîäîáèÿ êîòîðûõ äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå (6) (ò. å. ýòè ãåíåðàëüíûå ñîâîêóïíîñòè
ðàñïîëàãàþò ñîïðÿæåííûì ñ L àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñâîèõ ïàðàìåòðîâ), ñïðàâåäëè-
âî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ãåíåçèñå ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

åñëè â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå ñòàðòîâàòü ñ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íå íåñóùåãî íèêà-

êîé äîïîëíèòåëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê èìåþùèìñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì ïîëåçíîé èí-

ôîðìàöèè îá îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðàõ, òî ïåðâûé æå ïåðåõîä îò íåå ïî ôîðìóëå (4) ê àïî-

ñòåðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðèâåäåò íàñ ê ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé, ñîïðÿæåííîìó ñ íà-

áëþäàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ2.

Èìåííî ýòîò ïðèåì ïîèñêà àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîïðÿæåííîãî ñ àíàëèçèðóåìîé
ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðåäñòàâèìîé â ôîðìóëå (6), è ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â áàé-
åñîâñêîì ïîäõîäå.

3.1. Àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, îòðàæàþùèå «ñêóäîñòü àïðèîðíûõ çíàíèé»

(ÑÀÇ-àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ)

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè ñèòóàöèé, â êîòîðûõ èññëåäîâàòåëü íå ðàñïîëàãàåò
íèêàêîé ïîëåçíîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé î çíà÷åíèÿõ îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà, Äæåô-
ôðèñ (ñì. [Jeffreys (1957)]) ïðåäëîæèë ñëåäóþùèå äâà ïðàâèëà âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî àï-
ðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

(à) åñëè îöåíèâàåìûé ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð ! ìîæåò (òåîðåòè÷åñêè) ïðèíèìàòü çíà÷å-
íèÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [ , ]min max! ! èëè íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå îò 	D äî �D, òî àïðè-
îðíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè p( )! ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé íà ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå;

(á) åñëè æå èç ñìûñëà îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà âûòåêàåò, ÷òî îí ìîæåò ïðèíèìàòü ëþ-
áûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé
( ; )	D � D ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ëîãàðèôìà îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ò. å.
p(ln )! � const ïðè !< � D( ; )0 .

Áóäåì íàçûâàòü òàêèå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ «ðàñïðåäåëåíèÿìè, îòðàæàþùèìè ñêó-
äîñòü àïðèîðíûõ çíàíèé» èëè êîðîòêî — «ÑÀÇ-àïðèîðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè». Ñîîò-
âåòñòâåííî, èõ îäíîìåðíûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü pÑÀÇ ( )! , à ìíîãîìåðíûå —
pÑÀÇ ( )7 .

Òîò ôàêò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííûõ òàêèì îáðàçîì íà áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé (ïîëóïðÿìîé) àï-
ðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íàðóøàåòñÿ èçâåñòíîå ïðàâèëî íîðìèðîâêè ôóíêöèè ïëîòíîñòè
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2 Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà íà-
áëþäàåìûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ñì. â [Ghosh et al. (2006), ï. 5.1.5]. Îäíàêî ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ (íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé) è äëÿ âåñüìà øèðîêîãî êëàññà íàáëþäàåìûõ ãåíåðàëüíûõ ñî-
âîêóïíîñòåé, íå ïðèíàäëåæàùèõ ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó.



âåðîÿòíîñòè (ïîñêîëüêó ïðè ýòîì p dÑÀÇ ( )! ! 5@ 1, íî p dÑÀÇ ( )! ! � D@ , ãäå èíòåãðèðîâàíèå
ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì !), íå äîñòàâëÿåò «òåõíè÷åñêèõ íåóäîáñòâ»:
âî-ïåðâûõ, ïåðåñ÷åò òàêîé «íåñîáñòâåííîé» àïðèîðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè pÑÀÇ ( )! â àïî-
ñòåðèîðíóþ ïî ôîðìóëå (4) äàåò óæå îáû÷íóþ (ñîáñòâåííóþ) ôóíêöèþ ïëîòíîñòè
~ ( | , , )p X X nÑÀÇ ! 1 � , à âî-âòîðûõ, ïðè ëþáûõ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ C ïëîòíîñòü

p C
C C

C C
ÑÀÇ

ïðè [ ; + ]

ïðè [ ; + ]
( )! !

!
� < 	

E 	

�
�
�

��

1

2
0

ìèíèìèçèðóåò ýíòðîïèéíóþ ìåðó èíôîðìàöèè —H p p d
C

C

�
	
@ ( ) ln ( )! ! !, ñîäåðæàùåéñÿ â ïëîò-

íîñòè p( )! îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ! (ñì., íàïðèìåð, [Çåëüíåð (1980), ñ. 59]). Ïîñëåäíåå îá-
ñòîÿòåëüñòâî ïîäòâåðæäàåò îáîñíîâàííîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ðàâíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
pÑÀÇ const( )! � èëè pÑÀÇ const(ln )! � â êà÷åñòâå àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, îòðàæàþùèõ ñêó-
äîñòü àïðèîðíûõ çíàíèé (èëè ÑÀÇ-àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé).

Çàìå÷àíèå 1. Îáùèé âèä àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ~( | , , )p X X n! 1 � , âû÷èñëÿåìîãî
ïî ôîðìóëå (4), îïðåäåëÿåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåé êîíñòàíòû, ëèøü ÷èñëèòåëåì
ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðè àíàëèçå ðàâåíñòâ, ñïðàâåäëèâûõ
ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåé êîíñòàíòû, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çíàê ~. Ñëåäóÿ ýòîìó ïðà-
âèëó, ñàìà ôîðìóëà (4) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

~( | , ..., ) ~ ( ) ( , ..., | )p X X p L X Xn n7 7 71 1� . (4')

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè àíàëèçå ìíîãîìåðíûõ ïàðàìåòðîâ 7 � ( , , )! !1 � s
T àïðèîðíûå, â òîì

÷èñëå ÑÀÇ-àïðèîðíûå, ðàñïðåäåëåíèÿ îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâèñè-
ìîñòü êîìïîíåíò ! !1 , . . . s , ò. å.

p p p p s( ) ( ) ( ) ... ( )7 � � � �! ! !1 2 . (13)

È, íàêîíåö, â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà îïðåäåëèì âèä àïðèîðíîé ïëîòíîñòè p( )! äëÿ ñëó-
÷àÿ p(ln )! � const, ò. å. â ñèòóàöèè, êîãäà ïàðàìåòð!ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå, íî òîëüêî ïîëî-
æèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ïóñòü F y P y! !( ) { }� � — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà !. Òîãäà

F y P y P y F y! !! !( ) { } {ln ln } (ln )ln� � � � � .

Ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ! áóäåò:

f y
F y

y

F y

y

y

y
f y!

! !
!( )

( ) (ln )

(ln )

(ln )
(ln )ln

ln�
F

F
�
F

F
�
F

F
� �

1 1

y y
~ ,

òàê êàê ïî óñëîâèþ f y pln (ln ) (ln )! !� � const. Òàê ÷òî â ñîêðàùåííîé çàïèñè èìååì äëÿ ïîëîæè-
òåëüíîçíà÷íûõ ïàðàìåòðîâ !:

pÑÀÇ ( ) ~!
!
1

, (14à)

à äëÿ ïàðàìåòðîâ ! ñ âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè, çàïîëíÿþùèìè âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ,

pÑÀÇ const( )! � . (14á)
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3.2. Îáùèé ïîäõîä ê âûâîäó ñåìåéñòâà àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé,

ñîïðÿæåííûõ ñ íàáëþäàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ

Îáùèé ïîäõîä ê âûâîäó ñåìåéñòâà àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñîïðÿæåííûõ ñ íàáëþ-
äàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ, îñíîâàí íà óòâåðæäåíèè îá èõ ãåíåçèñå, ñôîðìóëèðî-
âàííîì â íà÷àëå ïóíêòà 3. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùàÿ îáùàÿ
ñõåìà îïðåäåëåíèÿ òàêîãî ñåìåéñòâà.

Øàã 1: ïðîâåðêà óñëîâèÿ (6) ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñî-
ïðÿæåííûõ ñ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ L äëÿ íàáëþäàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Øàã 2: åñëè ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (6) (ò. å. åñëè ñóùåñòâóåò
ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé p( ; )7 G ), òî îñóùåñòâëÿåòñÿ âûâîä ÑÀÇ-

àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ~ ( | , , )p X X nÑÀÇ 7 1 � ïî ôîðìóëå (4'), ò. å.

~ ( | , , ) ~ ( ) ( , , | )p X X p L X Xn nÑÀÇ ÑÀÇ7 7 71 1� �� . (15)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (15) è áóäåò îïðåäåëÿòü îáùèé âèä ñåìåéñòâà àïðèîðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, ñîïðÿæåííûõ ñ íàáëþäàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ, õàðàêòåðèçóåìîé
ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ L X X X n( , , , | )1 2 � 7 .

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåàëèçàöèþ ýòîé îáùåé ñõåìû íà ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìå-
ðàõ 1–9. Î÷åâèäíî, íàì îñòàåòñÿ ðåàëèçîâàòü ëèøü øàã 2 èç ýòîé ñõåìû, òàê êàê øàã 1 óæå áûë
ðåàëèçîâàí âûøå (ñì. ï. 2).

Ïðèìåð 1 (ïðîäîëæåíèå).
? !  <N1 0

2( ; ), ãäå! ?� E — îöåíèâàåìûé (íåèçâåñòíûé) ïàðàìåòð, à ?0
2 �D — èçâåñòíîå

(çàäàííîå) çíà÷åíèå äèñïåðñèè íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî
(ñì. âûøå, ïðèìåð 1, ôîðìóëó (7)), ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ àï-
ðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðà !.

Îïðåäåëèì pÑÀÇ const( )! � è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî L x x en

n
x

( , , | ) ~
( )

1
2 0

2
2

� !  
!	 	

(ñì. âûøå, ôîðìó-
ëó (7)), èìååì:

~ ( | , ..., ) ~ ( ) ( , ..., | ) ~
(

p x x p L x x en n

n

ÑÀÇ ÑÀÇ! ! !  
1 1

2 0
2

�
	 x 	! )

.
2

Íî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî
ìíîæèòåëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò !) ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì çíà÷å-
íèåì x è äèñïåðñèåé  0

2 /n. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé íåèçâåñòíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ! íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ãåíåðàëüíîé ñîâî-
êóïíîñòè (ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè ?0

2 �D ) ñàìî ïðèíàäëåæèò êëàññó íîðìàëüíûõ çàêîíîâ

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå).

? !< #
$
%

&
'
(N

h
1

1
; , ãäå è ñðåäíåå çíà÷åíèå!, è ïàðàìåòð òî÷íîñòè h � 1/ D? ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñò-

íûìè (ò. å.7 � ( , )! h ). Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî (ñì. âûøå, ïðèìåð 2), ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñò-
âóåò ñåìåéñòâî äâóìåðíûõ ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðà 7 � ( , )! h .

Îïðåäåëèì pÑÀÇ const( )! � è p h
h

ÑÀÇ ( ) ~
1

è ñ ó÷åòîì (13) è òîãî, ÷òî
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L x x h h e h en

n h
x n h

n xi

i

n

( , ..., | , ) ~
( ) (

1
2 2 2 2

2

1!
! !	 � 	 	 	

�



�
) ( ) ( )

~ ( )
2 2

1

21

2 2 2

1

2

1
� 	

+

,
-
-

.

/
0 	 	 	 	

�



�
x x nh

x
n

i

i

n

nh e h e
! 2

2

1

( )

,
x x hi

i

n

	
#

$
%
%

&

'

(
(

�



(16)

èìååì:

~ ( , | , ..., ) ~ ( ) ( ) ( , ..., |p h x x p p h L x xn nÑÀÇ ÑÀÇ ÑÀÇ! ! !1 1� � , ) ~ ( )
( ) ( )

h nh e h e
nh

x
n x xi

i

n

1

2 2

1

2
1

1

2
2

2

1
	 	

	
	 	 	

#

$
%
%

&

� �

!

'

(
(

h

. (17)

Íî ïðàâàÿ ÷àñòü (17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, íå
çàâèñÿùåãî îò ! è h, ñì. Ïðèëîæåíèå 2) ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ

p h h e h e
h

h( , ) ~ ( )
( )

! �
�

! ! � �
0

1

2 2 1
0

0
2	 	 	 	� (18)

ñ ïàðàìåòðàìè � 0 � n,! 0 � x,� �
	n 1

2
è� � 	

�



1

2
2

1

( )x xi

i

n

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äâóìåðíîãî ïàðà-
ìåòðà 7 � ( , )! h , ãäå! è h ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíåå çíà÷åíèå è ïàðàìåòð òî÷íîñòè íàáëþäàå-
ìîé íîðìàëüíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ïðèíàäëåæèò êëàññó äâóìåðíûõ ãàììà-

íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé (18).

Ïðèìåð 3 (ïðîäîëæåíèå).
Íàáëþäàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ? ! ( )M ïîä÷èíÿåòñÿ áèíîìèàëüíîìó ç.ð.â. ñ íåèçâåñò-

íûì çíà÷åíèåì âåðîÿòíîñòè «óñïåõà» ! è çàäàííûì ÷èñëîì èñïûòàíèé Áåðíóëëè Ì.
Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî (ñì. âûøå, ïðèìåð 3), ÷òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ

àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðà !.
Îïðåäåëèì pÑÀÇ ( )! � 1äëÿ !< ( ; )0 1 è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî L x x n

x nM xi

i

n

i

i

n

( , . . . , | ) ~ ( )1
1 11! ! !� �

 


� 	
	

,
èìååì:

~ ( | , , ) ~ ( ) ( , ..., | ) ~ (p x x p L x xn n

xi

i

n

ÑÀÇ ÑÀÇ! ! ! !1 1
1� � ��



1 1	
	

�



!) .
nM xi

i

n

(19)

Íî ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî
ìíîæèòåëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò !) ïëîòíîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ

p
a b

a b

a b( )
( )

( ) ( )
( )! ! !�

�
�

		 	H
H H

1 11 (20)

ñ ïàðàìåòðàìè a x i

i

n

� �
�

 1

1

è b nM x i

i

n

� 	 �
�

 1

1

(ó÷àñòâóþùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (20) â âûðàæåíèè

íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ ôóíêöèÿ H( )z — ýòî èçâåñòíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ò. å.

H( )z x e dxz x� 	 	
D

@ 1

0

).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðà ! (âåðî-
ÿòíîñòè «óñïåõà») íàáëþäàåìîé áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè
ïðèíàäëåæèò êëàññó áåòà-ðàñïðåäåëåíèé (20).

Ïðèìåð 4 (ïðîäîëæåíèå).
Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî (ñì. âûøå, ïðèìåð 4), ÷òî îòðèöàòåëüíî áèíîìèàëüíî ðàñïðå-

äåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ? !( ; )K èìååò ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðà-
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ìåòðà !— âåðîÿòíîñòè «óñïåõà» â îäíîì èñïûòàíèè Áåðíóëëè. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìå-

ðå, îïðåäåëÿåì pÑÀÇ ( )! � 1(äëÿ!< ( ; )0 1). Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî L x x n
Kn

x Kni

i

n

( , . . . , | ) ~ ( )1 1 1! ! !	 �

 	

(ñì. âûøå, ïðèìåð 4), èìååì:

~ ( | , , ) ~ ( ) ( , ..., | ) ~ ( )p x x p L x xn n
Kn

xi

ÑÀÇ ÑÀÇ! ! ! ! !1 1 1� � 	
	

�

 Kn

i

n

1 . (21)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (21) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, íå çàâè-

ñÿùåãî îò!) ïëîòíîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ (20) ñ ïàðàìåòðàìè a Kn� �1 è b x Kni

i

n

� 	 �
�

 1

1

.

Òàê ÷òî ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðà ! (âåðîÿòíîñòè
«óñïåõà») íàáëþäàåìîé îòðèöàòåëüíî áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
? !( ; )K ïðèíàäëåæèò êëàññó áåòà-ðàñïðåäåëåíèé (20).

Ïðèìåð 5 (ïðîäîëæåíèå).
Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî (ñì. âûøå, ïðèìåð 5), ÷òî ïàðàìåòð!ïóàññîíîâñêîãî ç.ð.â. èìååò

ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Èç ñìûñëà ïàðàìåòðà!ñëåäóåò, ÷òî îí ìîæåò ïðè-

íèìàòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó îïðåäåëÿåì pÑÀÇ ( ) ~!
!
1

. Òîãäà ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî L x x en

x
n

i

i

n

( , . . . , | ) ~1
1! ! !�



� 	 (ñì. âûøå, ïðèìåð 5), èìååì:

~ ( | , , ) ~ ( ) ( , ..., | ) ~p x x p L x xn n

xi

i

n

ÑÀÇ ÑÀÇ! ! ! !1 1

1
1� �

	
�



� 	e n! . (22)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (22) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, íå çà-
âèñÿùåãî îò !) ïëîòíîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ

p e( )
( )

,!
�

�
! !

�
� �!� � �	 	

H
1 0, (23)

ñ ïàðàìåòðàìè� �
�

 x i

i

n

1

è� � n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðà!íàáëþ-
äàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ïðèíàäëåæèò êëàññó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé (23).

Ïðèìåð 6 (ïðîäîëæåíèå).
Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî (ñì. âûøå, ïðèìåð 6), ÷òî ïàðàìåòð ìàñøòàáà ! ýêñïîíåíöèàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîñêîëüêó! �0, îïðå-

äåëÿåì pÑÀÇ ( ) ~!
!
1

. Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî L x x en
n

x i

i

n

( , . . . , | ) ~1
1! !

!

�
	
#

$
%
%

&

'

(
(

�



(ñì. âûøå, ïðèìåð 6),
èìååì:

~ ( | ,..., ) ~ ( ) ( , ..., | ) ~p x x p L x x en n
n

x

ÑÀÇ ÑÀÇ! ! ! !1 1
1� �	

	 i

i

n

�


#

$
%
%

&

'

(
(

1

!

. (24)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (24) îïðåäåëÿåò (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, íå çàâèñÿùåãî

îò!) ïëîòíîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (23) ñ ïàðàìåòðàìè� � n è� �
�

 x i

i

n

1

. Òàê ÷òî ñåìåéñòâî
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ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðà ìàñøòàáà ! ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðå-
äåëåííîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ïðèíàäëåæèò êëàññó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé (23).

Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå).
Êàê ìû âèäåëè (ñì. âûøå, ïðèìåð 7), è ïðè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå

[ ; ]0 ! ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð ! èìååò ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð ! ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ,

îïðåäåëÿåì pÑÀÇ ( ) ~!
!
1

. Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî L x x n

n

( , , | )1

1
� !

!
� #
$
%
&
'
( (è x n x

i n
imax ( ) max� �

� �1
!),

èìååì:

~ ( | ,..., ) ~
( ) ( ,..., | ) ~

p x x
p L x x

n
n

ÑÀÇ
ÑÀÇ!

! !
!1

1
1

� #
$
%
&
'
(

n

x n

x n

�




�

�

�
�

�
�

1

0

ïðè

ïðè

!

!

max

max

( )

( )

. (25)

Íî ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî
ìíîæèòåëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò !) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî âèäà

p( )
min

min

min

!
�!
!

! !

! !

�

�� 


�

�
�
�

��
�1

0

ïðè

ïðè

(26)

ñ ïàðàìåòðîì ôîðìû � � n è íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì ñäâèãà !min max ( )
 x n . Ñëåäîâàòåëüíî,
ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðà! ðàâíîìåðíî (íà [ ; ]0 ! ) ðàñ-
ïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðèíàäëåæèò êëàññó ðàñïðåäåëåíèé Ïàðåòî âèäà (26).

Ïðèìåð 8 (ïðîäîëæåíèå).
Â äàííîì ïðèìåðå ðå÷ü èäåò î íàáëþäàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ïîä÷èíÿþùåé-

ñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ïàðåòî ñ íåèçâåñòíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ôîðìû!è íåêîòîðûì çàäàí-
íûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ñäâèãà x 0 (ñì. âûøå, ïðèìåð 8), òàê ÷òî

L x x
g

x
g en

n n

n

n
n n

n
g

x

n

( , ..., | ) ~
ln

1

0

0! ! !
!

�
#

$
%

&

'
( � �
	

	
	

#

$
%

&

'
((

+

,
-

.

/
0 �!

,

ãäå g xn i

i

n n

�
#

$
%

&

'
(

�
B

1

1

. Íî òîãäà ÑÀÇ-àïîñòåðèîðíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-

ðà! áóäåò èìåòü âèä ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ÑÀÇp ( ) ~!
!
1#

$
%

&
'
( :

~ ( | , ..., ) ~ ( ) ( , ..., | ) ~p x x p L x x en n
n

n

ÑÀÇ ÑÀÇ! ! ! !1 1
1� �	

	 ln
g

x

n

0

#

$
%

&

'
((

+

,
-

.

/
0 �!

. (27)

Ìû âèäèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (27) îïðåäåëÿåò (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùå-
ãî ìíîæèòåëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà !) ïëîòíîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (23) ñ ïàðà-

ìåòðîì � � n è ïàðàìåòðîì � �
#

$
%

&

'
(n

g

x

nln
0

, òàê ÷òî ñîïðÿæåííûå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

ïàðàìåòðà ôîðìû! íàáëþäàåìîé Ïàðåòî-ðàñïðåäåëåííîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ïðè-

íàäëåæàò ñåìåéñòâó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé.
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Ïðèìåð 9 (ïðîäîëæåíèå).
Âûøå ïðè ðàññìîòðåíèè íîðìàëüíîé êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé ìîäåëè ìíîæåñòâåííîé

ðåãðåññèè ñ íåèçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè 7 � ( , , , )! ! !0 1 � k
T è ïà-

ðàìåòðà òî÷íîñòè h �
1

2 
(ãäå �2 �D i ) ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî ó ïàðàìåòðîâ ! ! !0 1, , . . . , ,k h

ñóùåñòâóþò ñîïðÿæåííûå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Îïðåäåëèì òåïåðü îáùèé âèä ñîïðÿ-
æåííîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p h( ; )7 ïàðàìåòðîâ 7 è h. Ñ ó÷åòîì «Çàìå÷àíèÿ 2» (ñì.
âûøå) è ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà h èìååì:

p h p p pk kÑÀÇ ÑÀÇ ÑÀÇ ÑÀÇ( , , ..., ; ) ( ) ( ) ... (! ! ! ! ! !0 1 0 1� � � � ) ( ) ~ .�p h
h

ÑÀÇ
1

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ðàíåå âûðàæåíèå (12) äëÿ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ L Y h( ; | ; )X 7 ,
èìååì:

~ ( ; | ; ) ~ ( ; ) ( ; | ; ) ~p h Y p h L Y h
h

h e
n n k

ÑÀÇ ÑÀÇ7 7 7X X� � �
	

	 	
1

2

1

2 2

2� ( � ) ( )( � ) 
#

$
%

&

'
( 	 	 	
� �

h h

e
7 7 7 7Ò ÒX X

� � � �
	 	

	 	
	 	#

$
%

&

'
( �

	 	
h e h e

n k n k
h k h1

2
1

1

2
1

2 2

2� ( � ) ( 7 7 Ò ÒX X )( � )
.

7 7	
(28)

Íî ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (28) îïðåäåëÿåò (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòå-
ëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò 7 è h) òàê íàçûâàåìîå ìíîãîìåðíîå ãàììà-íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðîì ñäâèãà �7, ìàòðèöåé òî÷íîñòè( )Õ ÕÒ è ïàðàìåòðàìè� �
	 	n k 1

2
è�  �

	 	n k 1

2
2�

(ïîäðîáíåå î ìíîãîìåðíîì ãàììà-íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè è åãî ñâîéñòâàõ ñì. â Ïðèëî-
æåíèè 2). Íàïîìíèì, ÷òî � ( )7 � 	X X XÒ Ò1 Y — ýòî ÌÍÊ-îöåíêà ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè 7, à

� ( � ) ( � ) 2 1

1
�

	 	
	 	

n k
Y YX X7 7Ò — îöåíêà îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè 2 .

Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåííûå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ( ; )7 h íîðìàëüíîé
êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè èìåþò îáùèé âèä:

p h h e h e
k h

h( ; ) ~ | | ,
( ) ( )

7 G
7 7 G 7 7

�
	 	 	 	 	�

1

2
0

1

2 2 10 0 0
Ò

� � (29)

â êîòîðîì êîíêðåòíîå çàäàíèå âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà ñäâèãà 70 1 1, ( ) ( )k k� > � -ìàòðèöû òî÷-
íîñòèG0 è ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ� �è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò àïðèîðíûé çàêîí ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ 7 è h (íàïîìíèì, ÷òî k �1— ýòî îáùåå ÷èñëî îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåí-
íûõ, âêëþ÷àÿ ñâîáîäíûé ÷ëåí, â àíàëèçèðóåìîé ìîäåëè ðåãðåññèè).

Î÷åâèäíî, ñåìåéñòâî ìíîãîìåðíûõ ãàììà-íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé (29) ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì äâóìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (18).

3.3. Рекомендации по подбору конкретных значений параметров
в сопряженных априорных распределениях

Èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå àïðèîðíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (ç.ð.â. ), ñî-

ïðÿæåííûõ ñ íàáëþäàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ (â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îíè ñóùåñòâóþò),
ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü èõ îáùèé âèä, ò. å. çàäàåò öåëîå ñåìåéñòâî àïðèîðíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé { ( ; )}p D7 . Îäíàêî ïðè ðåàëèçàöèè áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà ìû äîëæíû îïåðèðîâàòü
êîíêðåòíûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ÷òî òðåáóåò çíàíèÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé D0 ïàðà-
ìåòðîâ D, îò êîòîðûõ íàø àïðèîðíûé ç.ð.â. çàâèñèò. Êàê æå ïîäáèðàòü ýòè çíà÷åíèÿ D0 â êàæ-
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äîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå? Íèæå îïèñûâàåòñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ äàííîé
çàäà÷è.

Â øèðîêîì êëàññå ñèòóàöèé ìîæíî èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî íàì èçâåñòíû àïðèîðíûå ñðåä-
íèå çíà÷åíèÿ îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà7 70 1 2� �E E E E( , , . . . , )! ! !s

Ò è èõ ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêèå îøèáêè = = =1 1 2 2� � �D D D! ! !, , . . . , s s . Òîãäà ïàðàìåòðû àïðèîðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ìåòîäîì ìîìåíòîâ (â ñëó÷àå ìíîãîìåðíîãî
ïàðàìåòðà7— ñ ó÷åòîì «Çàìå÷àíèÿ 2» î ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò âåêòîðà
7 â àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè, ñì. (13)).

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåàëèçàöèþ ýòîãî ïîäõîäà íà ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ.

1) Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ àïðèîðíîãî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ôîðìóëó (23)
è ïðèìåðû 5, 6, 8). Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [Àéâàçÿí, Ìõèòàðÿí (2001)]), ñðåäíåå çíà÷å-
íèå ( )E! è äèñïåðñèÿ ( )D! ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû � è � ýòîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ôîðìóëàì:

E D!
�
�

!
�
�

� �, .
2

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè ñîîòíîøåíèÿ âìåñòîE!èD!ñîîòâåòñòâåííî çàäàííûå çíà÷åíèÿ! 0 è=2 ,
ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé (îòíîñèòåëüíî� è �):

�
!

�
!

� �0
2

2

0

2= =
, . (30)

2) Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ àïðèîðíîãî áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ôîðìóëó (20)
è ïðèìåðû 3 è 4). Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî è äèñïåðñèè áåòà-ðàïñðåäåëåíèÿ (ñì.,
íàïðèìåð, [Àéâàçÿí, Ìõèòàðÿí (2001)]) è ðåøàÿ ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé

E

D

! !

!

�
�

�

�
� � �

�

�

�
�

�
�

a

a b
ab

a b a b

0

2

2

1( ) ( )
=

(31)

îòíîñèòåëüíî a è b, ïîëó÷àåì:

a �
	

	
! !

!0
2

0

2 0
1( )

=
, b �

	
	

#

$
%

&

'
(
	! !

!
!
!

0
2

0

2 0
0

0

1 1( )
.

=

3) Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî (ñì. ôîðìóëó (26)
è ïðèìåð 7). Â äàííîì ñëó÷àå ïàðàìåòð ôîðìû� è ïàðàìåòð ñäâèãà!min îïðåäåëÿþòñÿ ïî çà-
äàííûì çíà÷åíèÿì ! !0 � E è =2 �D! èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

E

D

!
�!
�

!

!
�!

� �

�
	

�

�
	 	

�

�

�
�

�
�

min

min

( ) ( )

1

1 2

0

2

2

2=
. (32)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî� è !min äàåò:

�
!

� � �1 1 0
2

2=
, !

�
! �min ( ).� � 	

1
10 (32’)
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4) Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ äâóìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì.
ôîðìóëó (18) â ïðèìåðå 2). Èç ñâîéñòâ äâóìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëå-
äóåò (ñì. Ïðèëîæåíèå 2), ÷òî ÷àñòíîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà h åñòü ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè � è �. Ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè
h h0 � E è = h h2 �D , ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî� è �:

E

D

h h

h h

� �

� �

�

�
��

�
�
�

�
�
�
�

0

2

2=
.

Ïîëó÷àåì ðåøåíèå:

� �
h

h

0
2

2=
è � �

h

h

0

2=
. (33)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà � 0 è ïàðàìåòðà ñäâèãà ! 0 âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ÷àñòíîå
àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ñäâèãà! åñòü îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

ñ 2� ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïàðàìåòðîì ñäâèãà ! 0 è ïàðàìåòðîì òî÷íîñòè, ðàâíûì �
�
�

0 (ñâå-

äåíèÿ î t 2 0 0� ! �
�
�

| ;
#

$
%

&

'
(-ðàñïðåäåëåíèè ñì. â Ïðèëîæåíèè 1). Èç ñâîéñòâ ýòîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òîEt 2 0 0 0� ! �
�
�

!| ;
#

$
%

&

'
( � èDt 2

2

2 2
0 0

0

� ! �
�
�

�
� �

�
�

| ;
#

$
%

&

'
( �

�
�

	
(ñì. Ïðèëîæåíèå 1),

òàê ÷òî ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ! !0 � E è = ! !2 �D èìååì:

� Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñäâèãà â ðàñïðåäåëåíèè (18) ðàâíî !0 ;

� = !
�

� �
�
�

2

0 1
�

�
�

	
, îòêóäà�

�
�!

0 2

1

1
� �

	=
(34)

(íàïîìíèì, ÷òî� è � óæå îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè (33)).

5) Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

(ñì. ôîðìóëó (29) â ïðèìåðå 9). Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ìíîãîìåðíîãî ãàììà-íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå 2). Â ñîîòâåòñòâèè ñ íèìè:

(i) ÷àñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëîâîãî ñîìíîæèòåëÿ h ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì
ñ ïàðàìåòðàìè� è �;

(ii) ÷àñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà 7 åñòü îáîáùåííîå ( )k �1-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
Ñòüþäåíòà ñ 2� ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïàðàìåòðîì ñäâèãà 7 0 è ìàòðèöåé òî÷íîñòè

B �
�
�
G0 (ìû îáîçíà÷àåì åãî êàê t B( | ; )2 0� 7 -ðàñïðåäåëåíèå).

Ñâîéñòâî (i) ïîçâîëÿåò (ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ h h0 � E è = h h2 �D ) îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ� è � ïî òîé æå ôîðìóëå (33).

Ñâîéñòâî (ii), äîïîëíåííîå «Çàìå÷àíèåì 2» è ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà ñðåäíèõ

çíà÷åíèé è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ( )k �1-ìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû t 2 0 0�
�
�

| ;7 G
#

$
%

&

'
(
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(ñì. Ïðèëîæåíèå 1), ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ (29) — ïà-
ðàìåòð ñäâèãà 7 0 è ýëåìåíòû ìàòðèöûG0 . Äåéñòâèòåëüíî:

E E7 7 G 7�
#

$
%%

&

'
(( �t 2 0 0 0�

�
�

| ; (çàäàíî!)

9 9 G

=

=

=

7
7 G

� �
	

#

$
%%

&

'
(( �
	

t

k

( | ; )2
0

1
0
2

1
2

0 0

2

2 2

0

0

�
�

�

�
�

�
� �

2

#

$

%
%
%
%
%

&

'

(
(
(
(
(

, (35)

ãäå = j
2 — çàäàííûå çíà÷åíèÿ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé êîìïîíåíò âåêòîðà 7 � ( , , . . . , )! ! !0 1 k ,

j k� 0 1, , . . . , .

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíûé ïàðàìåòð ñäâèãà â ðàñïðåäåëåíèè (29) îïðåäåëÿåòñÿ çàäàí-
íûì âåêòîðîì àïðèîðíûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé 7 0 , à äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû � 0 0 1( ) ( , , . . . , )j

j k�
ìàòðèöûG0 îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (35) ïî ôîðìóëå:

�
�

�
0 2

1

1
( ) ,j

j

� �
	=

(36)

ãäå çíà÷åíèÿ� è� îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè (33).

4. Пересчет значений параметров
при переходе от априорного сопряженного распределения

к апостериорному

Ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ, ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
{ ( ; )}p D7 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè (4) ïåðåñ÷åòà àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â àïî-
ñòåðèîðíîå, òî îáùèé âèä àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ~( | , . . . , )p X X n7 1 ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ñîïðÿæåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íàì èçâåñòåí, è íàì ëèøü íàäî óìåòü ïåðåñ÷è-
òûâàòü ïàðàìåòðû

~
( , . . . , )D X X n1 ýòîãî àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî çàäàííûì ïàðàìåò-

ðàì D0 àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è èìåþùèìñÿ íàáëþäåíèÿì X X X n1 2, , . . . , .
Îáùàÿ ñõåìà òàêîãî ïåðåñ÷åòà ñëåäóþùàÿ. Ïóñòü { ( ; )}p D7 — ñåìåéñòâî àïðèîðíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé, ñîïðÿæåííûõ ñ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ L x x n( , , | )1 � 7 èìåþùèõñÿ ó íàñ íà-
áëþäåíèé (D d dq� ( , . . . , )1 — âåêòîð ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ñîïðÿæåííîå àïðèîð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå p D( ; )7 ), è ïóñòü D0 — çàäàííûå (èçâåñòíûå) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ D â
àíàëèçèðóåìîì ñëó÷àå. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ðÿäà òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðàâàÿ ÷àñòü
ñîîòíîøåíèÿ

~( | , ..., ) ~ ( ; ) ( , ..., | )p X X p D L X Xn n7 7 71 0 1� (37)

ïðèâîäèòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé, íå çàâèñÿùèõ îò 7, ê âèäó p D X X n( ; ( , . . . , ))7 1 , ãäå
ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó p D( ; )7 , à êàæäàÿ èç êîìïîíåíò d X Xj n( , . . . , )1

( , , . . . , )j q� 1 2 âåêòîðà ïàðàìåòðîâ D X X n( , . . . , )1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò D0 è { , , . . . , }X X X n1 2 .
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåàëèçàöèþ ýòîé îáùåé ñõåìû íà íàøèõ ïðèìåðàõ (ñ ðàçíîé ñòåïå-

íüþ ïîäðîáíîñòè).
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Ïðèìåð 1 (ïðîäîëæåíèå).
Â äàííîì ïðèìåðå L x x x en

n
x

( , , . . . , | )~
( )

1 2
2 0

2
2

!  
!	 	

(ñì. (7)), p D e( ; )
( )

!
1

! !

�
	

	
1

2 0

2

0
2

0
2

=
= (ò. å. d1 0�! ,

d2 0
2� = ), òàê ÷òî

~( | , ..., ) ~ ~
( ) ( ) ~

p x x e e en

d

d n
x

d!
!

 
!

1
2

1

2

1

2
1

2

2 0
2

2
	

	 	 	 	

� 2

1
2(

~
)!	d

,

ãäå

~
( , ..., ) ( | , ..., )d x x x x

n
x

n

n n1 1 1
0
2

0
2 0

0
2

1 1

1
� �

� � �

E !
 

!

 

=

�
1

0
2=

è
~

( , ..., ) ( | , ..., )d x x x x
n

n n2 1 1

0
2

0
2

1

1 1
� � �

#

$
%
%

&

'
(
(

	

D !
 =

.

(38)

Íåîáõîäèìûå ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè íàöåëåíû íà âûäåëåíèå ïîëíîãî êâàäðàòà ðàç-

íîñòè (
~

)! 	 d1
2 èç âûðàæåíèÿ

1 1

22
1

2

0
2

2

ad
d

n
x( ) ( )!

 
!	 � 	 è íå ïðåäñòàâëÿþò ïðèíöèïèàëü-

íûõ òðóäíîñòåé.
Ìû âèäèì, ÷òî ñðåäíåå (

~
)d1 è äèñïåðñèÿ (

~
)d2 àïîñòåðèîðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñðåäíåâçâåøåííûìè çíà÷åíèÿìè àïðèîðíûõ è âûáî-
ðî÷íûõ ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíèõ è äèñïåðñèé.

Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå).
Ïðè ðåàëèçàöèè îáùåé ñõåìû ïåðåñ÷åòà àïðèîðíûõ ïàðàìåòðîâ â àïîñòåðèîðíûå â äàí-

íîì ñëó÷àå ñëåäóåò ó÷åñòü ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ L â ôîðìå (16) (ñì. âûøå,
ïðèìåð 2), âèä (18) àïðèîðíîé ïëîòíîñòè äâóìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
(â êîòîðîì âåêòîð ïàðàìåòðîâ D0 0 0� ( ; ; ; )� ! � � ), à òàêæå ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà

n x n
nx

n

n
( ) ( ) ( )! � ! ! � !

� !
�

�
�

	 � 	 � � 	
�
�

#

$
%

&

'
( �2

0 0
2

0
0 0

0

2

0

0 �
	

n
x( ) .!0

2

Òîãäà âû÷èñëåíèå ~( ; )p h! ïî ñõåìå (37) ïðèâîäèò íàñ ñíîâà ê äâóìåðíîìó ãàììà-
íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âèäà (18), íî ñ ïàðàìåòðàìè

~
,

~
,

~ ,

~
(

� �

!
� !
�

� �

� �

0 0

0
0 0

0

1

2
1

2

� �

�
�
�

� �

� � 	
�



n

nx

n

n

x xi

i

n

)
( )

.2 0
2

0

2
1 1

�
	

�
#

$
%

&

'
(

x

n

!

�

(39)

Ïðèìåð 3 (ïðîäîëæåíèå).
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ñîîòíîøåíèÿ (37) â äàííîì ñëó÷àå äàåò:
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~( | , ..., ) ~ ( ) ( )p x x n
a b

x nM xi

i

n

i

i! ! ! ! !1
1 11 11 1	 	

	

	 � 	� �



n

i

i

n

i

i

n

a x b nM x
 
 

� 	

� 	 � 	 	
� �! !

1 1
1 11( ) . (40)

Íî ïðàâàÿ ÷àñòü (40) îïðåäåëÿåò (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ) ñíîâà áåòà-
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè:

~ ,

~
.

a a x

b b nM x

i

i

n

i

i

n

� �

� � 	

�

�







1

1

(41)

Ïðèìåð 4 (ïðîäîëæåíèå).
Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (37)

p D p a b

L x x

a b

n
Kn

( ; ) ( ; , ) ~ ( ) ,

( , ..., | ) ~ (

! ! ! !

! !

0
1 1

1

1

1

� 		 	

	 �

 	

!) ,
x Kni

i

n

1

èìååì:

~( | , ..., ) ~ ( ) .p x x n
a Kn

b x Kni

i

n

! ! !1
1

1

1 1� 	
� 	 	

	 �



Ìû âèäèì, ÷òî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà (âåðîÿòíîñòè «óñïåõà»)
îòðèöàòåëüíî-áèíîìèàëüíîãî çàêîíà, òàê æå êàê è àïðèîðíîå, ÿâëÿåòñÿ áåòà-
ðàñïðåäåëåíèåì è ÷òî åãî ïàðàìåòðû

~
(~,

~
)D a b� îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

~ ,
~

.a a Kn b b x Kni

i

n

� � � � 	
�



1

(42)

Ïðèìåð 5 (ïðîäîëæåíèå).
Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ íàáëþäåíèé ïóàññîíîâñêîé ãåíåðàëüíîé

ñîâîêóïíîñòè èìååò âèä:

L x x en

x
n

i

i

n

( , ..., | ) ~ .1
1! ! !�

 	

Òàê ÷òî, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p D p( ; ) ( ; , )! ! � �� ïàðàìåòðà !
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå (23), èìååì:

~( | , ..., ) ~p x x e en

x
n

xi

i

n

i

i

n

! ! ! !� �! !
�

1
1

1
1 1	 	 	

� 	

� �� �

 


e n	 �( ) .� !

Òåì ñàìûì ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîïðÿæåííîñòü àïðèîðíîãî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì
àïîñòåðèîðíîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè

~
(~,

~
)D � � � , ãäå

~ ;
~

.� � � �� � � �
�

 x ni

i

n

1

(43)

Ïðèìåð 6 (ïðîäîëæåíèå).
Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ íàáëþäåíèé (ñ ïàðàìåòðîì

ìàñøòàáà !) èìååò âèä:

L x x en
n

xi

i

n

( , ..., | ) .1
1! !

!

�
	
#

$
%
%

&

'

(
(

�
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Òàê ÷òî ïðè àïðèîðíîì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà ! èìååì:

~( | , ..., ) ~p x x e en
n

x
n

i

i

n

! ! ! !� �!
!

�
1

1 1	 	
	
#

$
%
%

&

'

(
( �� ��



	

	 �
#

$
%
%

&

'

(
(

�



1 1e
xi

i

n

� !

.

Ìû âèäèì, ÷òî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ! ñíîâà ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (23), íî ñ ïàðàìåòðàìè:

~ ,
~

.� � � �� � � �
�

n x i

i

n

1

(44)

Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå).
Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (37) ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ (íà îòðåçêå [ ; ]0 ! ) íàáëþäåíèé è ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî
(26) â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p D p( ; ) ( ; ; )min! ! � !� , èìååì:

~( | , ..., ) ~ ( max{ ; ,min
minp x x x xn n

!
�!
! !

! !
�

�1 1 1 2
1

�
� 
ïðè , ..., }).x n

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà!îïèñûâàåòñÿ, òàê æå êàê
è àïðèîðíîå, çàêîíîì Ïàðåòî (26), íî ñ ïàðàìåòðàìè:

~ ,
~

max{ ; , , ..., }.min min� � ! !� � �n x x x n1 2 (45)

Ïðèìåð 8 (ïðîäîëæåíèå).
Êàê ìû âèäåëè (ñì. âûøå, ïðèìåð 8), ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ Ïàðåòî-ðàñïðåäåëåííûõ

íàáëþäåíèé èìååò âèä:

L x x en
n

n
g

x

n

( , ..., | ) ~ .
ln

1
0! !

!

�
	

#

$
%

&

'
((

+

,
-

.

/
0 �

Ïîäñòàâëÿÿ åå â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (37), à òàêæå, â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ p D( ; )! 0 , ïëîòíîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (23), èìååì:

~( | , ..., ) ~
ln

p x x e en
n

n
g

x

n

! ! !� �!
!

1
1 0	 	

	
#

$
%

&

'
((

+

,
-

.

/
0

� � � 	
	 �

#

$
%

&

'
((

#

$
%%

&

'
((

!�
� !

n
n

g

xe

n

1 0

ln

,

÷òî îïðåäåëÿåò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè:

~ ,
~

ln ,� � � �� � � �
#

$
%

&

'
(n n

g

x

n

0

(46)

ãäå g xn i

i

n n

�
#

$
%

&

'
(

�
B

1

1

— ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå íàáëþäåíèé x x n1 , . . . , , à x 0 — ïàðàìåòð ñäâèãà

â àíàëèçèðóåìîì ðàñïðåäåëåíèè Ïàðåòî (åãî çíà÷åíèå ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì).

Ïðèìåð 9 (ïðîäîëæåíèå).
Áàéåñîâñêîå îöåíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè 7 � ( , , . . . , )! ! !0 1 k è ïàðàìåòðà h â

íîðìàëüíîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè (8)–(9) ïðåäïîëàãàåò èñïîëü-
çîâàíèå àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ~( ; | , )p h Y7 X ýòèõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿåìîãî ïî
ñõåìå (37). Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (37) â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ìíîãîìåð-
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íîå ãàììà-íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (29), à òàêæå ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ L Y h( , | , )X 7
(12), ïðåîáðàçîâàííóþ ê âèäó

L Y h h e h e
n k n k

h k h

( , | ; ) ~
� ( �

X 7
7

	 	 	
	 	#

$
%

&

'
( �

	 	
�

1

2

1

2
1

2 2

2 7 7 7) ( )( � )
,

Ò ÒX X 	

ïîëó÷àåì ïîñëå ðÿäà òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. [Äå Ãðîò (1974)]) àïîñòåðèîðíóþ
ïëîòíîñòü ~( ; | , )p h Y7 X â ôîðìå ìíîãîìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (29), ïà-
ðàìåòðû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïàðàìåòðàì 7 G0 0, ,� è � àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
è íàáëþäåíèÿì ( , )X Y ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

�

�

�
�
�

�

�
�
�

~
( ) ( )

~
7 G G 7

G G

0 0
1

0 0

0 0

� � �

� �

	X X X

X X

Ò Ò

Ò

ïàðàìåòð ñäâèãà;Y —

—

n

Y Y

ìàòðèöà òî÷íîñòè

Ò

;

;

~
(

~
) (

~[

	� �

� �

� �

� � 	 � 	

2
1

2
0 0X7 7 70 0 0) ]Ò

ïàðàìåòðû ÷àñòíîãî àïîñòåðèîðíîãî

ãà

G 7

�

�
��

�
�
�

ììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà

òî÷íîñòè h.

(47)

5. Примеры задач на точечное и интервальное байесовское оценивание
параметров модели

Çàäà÷à 1. Àíàëèç çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ äîìàøíèõ õîçÿéñòâ îïðåäåëåííîé ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêîé ñòðàòû â çàäàííîì ðåãèîíå ñòðàíû ïî âåëè÷èíå ñðåäíåäóøåâîãî äîõîäà �.

Ìû ðàñïîëàãàåì ñëåäóþùåé èíôîðìàöèåé îá àíàëèçèðóåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòè:

(à) ëîãàðèôì (íàòóðàëüíûé) âåëè÷èíû ñðåäíåäóøåâîãî äîõîäà (ò. å. ? �� ln ) äîìàøíèõ õî-
çÿéñòâ ðàññìàòðèâàåìîé ñòðàòû äàííîãî ðåãèîíà ðàñïðåäåëåí íîðìàëüíî ñ íåèçâåñòíûì

ñðåäíèì çíà÷åíèåì ! è èçâåñòíîé äèñïåðñèåé 0
2 0 28� , ;

(á) èìåþòñÿ ðåçóëüòàòû îáñëåäîâàíèÿ n � 10 ñëó÷àéíî îòîáðàííûõ îò àíàëèçèðóåìîé
ñòðàòû äîìàøíèõ õîçÿéñòâ ïî ñðåäíåäóøåâîìó äîõîäó y i (â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå äàíû
çíà÷åíèÿ x yi i� ln ):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xi 0,54 1,20 0,36 0,80 0,42 2,10 0,70 0,25 0.90 0,48

(â) èç ïðåäûñòîðèè è îïûòà îáñëåäîâàíèÿ äîìàøíèõ õîçÿéñòâ òîé æå ñòðàòû â äðóãèõ ðå-
ãèîíàõ ñòðàíû ïîëó÷åíû àïðèîðíûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî E! !� �0 0 60, è äèñïåðñèè
E! � �= 0

2 0 03, .

Òðåáóåòñÿ:

Èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà!, ïîëó÷èòü áàéåñîâñêèå
òî÷å÷íóþ è èíòåðâàëüíóþ (ñ óðîâíåì äîâåðèÿ P0 0 95� , ) îöåíêè ñðåäíåé âåëè÷èíû ëîãàðèô-
ìà ñðåäíåäóøåâîãî äîõîäà è ñðàâíèòü èõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè ìåòîäà ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
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Ðåøåíèå. Ìû óæå çíàåì (ñì. âûøå, ïðèìåð 1), ÷òî ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, ïðè÷åì ïàðàìåòðû ýòîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî çàäàíû ( , , )E D! ! !� � � �0 0

20 60 0 03è = . Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûâå-
äåííûìè âûøå ôîðìóëàìè ïåðåñ÷åòà (ñì. ï. 4, ôîðìóëû (38)) èìååì:

~
( | , ..., ) ,! !

 
!

 

0 1
0
2

0
2 0

0
2

0
2

1 1

1 1
0 691� �

� � �

�
�E x x

n
x

n

n

=

=

,

~ ( | , ..., ) , .=
=

0
2

1

0
2

0
2

1

1 1
0 015� � �

#

$
%
%

&

'
(
( �
	

D !
 

x x
n

n

Ñîîòâåòñòâåííî:

� ( | , ..., ) ,( )! !Á � �E x x n1 0 691

è ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 95� , ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî � ~ � ~.( )
,

(
,! ! !Á Á)	 � � � � �u u0 025 0 0 025= =

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 2,5%-íàÿ òî÷êà ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ u0 025 196, ,�
è ~ ~ ,= =0 0

2 0 120� � , èìååì:

!< [ , ; , ]0 451 0 931 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 95� , .

Ðåøåíèå ýòèõ æå çàäà÷, îñíîâàííîå íà ìåòîäå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, äàåò:

� ,!ìï � �x 0 775 è !< [ , ; , ]0 447 1103 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 95� ,

(êîíöû ïîñëåäíåãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì �
,!

 
ìï I �u

n
0 025

0 ).

Ìû âèäèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î íåèçâåñòíîì çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðà ! �� E(ln ) è ïðèìåíåíèå, ñîîòâåòñòâåííî, áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà â äàííîé çàäà÷å ïî-
çâîëèëè óòî÷íèòü îöåíêó è, â ÷àñòíîñòè, ñóçèòü èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàñ-
ñè÷åñêèì ïîäõîäîì ïî÷òè â ïîëòîðà ðàçà.

Çàäà÷à 2. Îöåíêà èíòåíñèâíîñòè âûçîâîâ, ïîñòóïàþùèõ íà ïóíêò «Ñêîðîé ïîìîùè»
â ÷àñ.

×èñëî âûçîâîâ ?, ïîñòóïàþùèõ íà ïóíêò «Ñêîðîé ïîìîùè» â ÷àñ, îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì Ïóàññîíà ñ íåèçâåñòíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà! ?� E (ñì. âûøå, ïðèìåð 5). Ðåçóëüòà-
òû ðåãèñòðàöèè ÷èñëà âûçîâîâ xi (â ÷àñ), çàôèêñèðîâàííûå â òå÷åíèå îäíîé ñìåíû (äëÿùåéñÿ
8 ÷àñîâ), ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

i 1 2 3 4 5 6 7 8

xi 3 1 4 2 6 3 3 2

Èç îïûòà ðàáîòû àíàëîãè÷íûõ ïóíêòîâ îïðåäåëåíî àïðèîðíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå
! !0 3 6� �E , , ïðè÷åì ñëó÷àéíûé ðàçáðîñ çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà õàðàêòåðèçóåòñÿ äèñ-
ïåðñèåé = 0

2 0 09� �D! , .
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Òðåáóåòñÿ:

Èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà!, ïîëó÷èòü áàéåñîâñêèå
òî÷å÷íóþ è èíòåðâàëüíóþ (ñ óðîâíåì äîâåðèÿ P0 0 95� , ) îöåíêè ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè
! ?� E âûçîâîâ, ïîñòóïàþùèõ íà ïóíêò «Ñêîðîé ïîìîùè», è ñðàâíèòü èõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
îöåíêàìè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ðåøåíèå. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå (ñì. ïðèìåð 5), ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ïàðàìåòðà! â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò è îïèñûâàåòñÿ ãàììà-çàêîíîì, ïàðàìåòðû� è�
êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ (â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêîìåíäàöèÿìè ï. 3.3) èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:

E

D

!
�
�

!
�
�

� �

� �

�

�
��

�
�
�

3 60

0 09
2

,

,

.

Îòñþäà� � 144 è � � 40.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûâåäåííûìè âûøå (ñì. ï.4) ôîðìóëàìè ïåðåñ÷åòà (43) ïàðàìåòðîâ àïî-

ñòåðèîðíîãî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì:

~ ,

~
.

� �

� �

� � � � �

� � � � �

�

 x

n

i

i 1

8

144 24 168

40 8 48

Òàêèì îáðàçîì:

� ( | , ..., )
~
~ ,( )! !
�

�
Á

nE x x� � �1 3 5,

è ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 95� , ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

� � � ! � � �0 975 0 025, ,(~,
~

) (~,
~

),� �

ãäå � � �q (~ ,
~

) — 100q%-íàÿ òî÷êà ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè ~� è
~
�. Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè (ñì. ïðèëîæåíèå 2):

� � �
�
J �q q(~;

~
) ~ ( ~)�

1

2
22

è, ïðè m �100:

J q qm m u m2 2( ) ,: � �

ãäåJ q m2 ( ) è uq — 100q%-íûå òî÷êè «õè-êâàäðàò»-ðàñïðåäåëåíèÿ è ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, èìååì:

!< [ , ; , ]2 97 4 03 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 95� , .

Ðåøåíèå ýòèõ æå çàäà÷, îñíîâàííîå íà ìåòîäå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, äàåò:

� , ;!ìï � �x 3 0
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!< [ , ; , ; ]180 4 20 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 95� , 3.

Ìû âèäèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðå !
â ðàìêàõ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà ïîçâîëèëî ñóçèòü ðàçìàõ èíòåðâàëüíîé îöåíêè áîëåå ÷åì
â äâà ðàçà!

Çàäà÷à 3. Îöåíêà «íåîáõîäèìîé äîëè áðàêà»! â ïðîäóêöèè, ïðîèçâîäèìîé àâòîìàòè÷å-
ñêîé ëèíèåé.

Ïðåäïðèÿòèå ïðèîáðåëî íîâóþ àâòîìàòè÷åñêóþ ëèíèþ (ÀË). Äëÿ îöåíêè òàê íàçûâàåìîé
«íåîáõîäèìîé äîëè áðàêà»!— âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåííîå ýòîé ÀË â ðåæèìå ñòà-
öèîíàðíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èçäåëèå îêàæåòñÿ íåêîíäèöèîííûì, — áûëî ïðîêîíòðîëè-
ðîâàíî n � 5 ïàðòèé ïî M � 80 èçäåëèé â êàæäîé ïàðòèè. ×èñëî äåôåêòíûõ èçäåëèé ?, îáíà-
ðóæåííûõ â ïàðòèè èçäåëèé îáúåìà M, àäåêâàòíî îïèñûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì ç.ð.â. ñ ïàðà-
ìåòðàìè!è Ì. Ðåçóëüòàòû êîíòðîëÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå (xi — ýòî ÷èñëî äåôåêòíûõ èçäå-
ëèé, îáíàðóæåííûõ â i-é ïðîêîíòðîëèðîâàííîé ïàðòèè):

i 1 2 3 4 5

xi 2 0 3 1 2

Êðîìå òîãî, ïðîâåäåííûé àíàëèç ðàáîòû àíàëîãè÷íûõ ÀË, óñòàíîâëåííûõ íà äðóãèõ
ïðåäïðèÿòèÿõ, ïîêàçàë, ÷òî «íåîáõîäèìàÿ äîëÿ áðàêà» â ñðåäíåì ðàâíà 0,01 è èìååò ðàç-
áðîñ, õàðàêòåðèçóåìûé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì 0,003.

Òðåáóåòñÿ:

Èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà!, ïîëó÷èòü áàéåñîâñêèå
òî÷å÷íóþ è èíòåðâàëüíóþ (ñ óðîâíåì äîâåðèÿ P0 0 90� , ) îöåíêè «íåîáõîäèìîé äîëè áðàêà»!
è ñðàâíèòü èõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ðåøåíèå. Âûøå (ñì. ï. 3) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïàðàìåòðà! â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò è îïèñûâàåòñÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèåì, ïàðàìåòðû a

è b êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (ñì. ï.3.3):

a

a b

ab

a b a b

�
�

� � �
�

�

�
��

�
�
�

0 01

1
0 003

2

2

,

( ) ( )
( , )

.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû äàåò a � 10 è b � 990. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè ïåðåñ÷åòà
(41), ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ~a è

~
b àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ !:

~a a x i

i

� � � � �
�



1

5

10 8 18,

~
b b x i

i

� � � 	 �
�

5 80 1382

1

5

.
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3 Äàííàÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà îñíîâàíà íà àñèìïòîòè÷åñêîé !
!

;
n

#

$
%%

&

'
((-íîðìàëüíîñòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ �!ìï.



Òàêèì îáðàçîì:
� ( | , ..., )

~

~ ~ , ,( )! !Á
nx x

a

a b
� �

�
�E 1 0 01286

è ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

� ! �0 95 0 05, ,(~,
~

) (~,
~

),a b a b� �

ãäå� q a b(~ ,
~

) — 100q%-íàÿ òî÷êà áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè ~a è
~
b . Âîñïîëüçîâàâøèñü

èçâåñòíûìè ðàâåíñòâàìè

� � �q

q

q

qa b
a F a b

b a F a b
F(~;

~
)

~ ( ~;
~

)
~ ~ ( ~;

~
)
, ( ,�

�
	

2 2

2 2
1 1 2 )

( , )
�

1

2 1Fq � �

è òàáëèöàìè 100q-ïðîöåíòíûõ òî÷åê Fq ( , )� �1 2 ðàñïðåäåëåíèÿ F ñ ÷èñëàìè ñòåïåíåé ñâîáîäû
÷èñëèòåëÿ �1 è çíàìåíàòåëÿ � 2 , èìååì:

!< [ , ; , ]0 0083 0 0182 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , .

Ðåøåíèå ýòèõ æå çàäà÷, îñíîâàííîå íà ìåòîäå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì., íà-
ïðèìåð, [Àéâàçÿí, Ìõèòàðÿí (2001á), çàäà÷à 1.18]), äàåò:

� , ,!ìï � �
�



1
0 02

1ïÌ
x i

i

n

!< [ , ; , ]0 0085 0 0315 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , .

Ðàçìàõ ýòîé èíòåðâàëüíîé îöåíêè â 2,3 ðàçà ïðåâîñõîäèò øèðèíó áàéåñîâñêîé èíòåð-
âàëüíîé îöåíêè!

Çàäà÷à 4. Îöåíêà èíòåðâàëà äâèæåíèÿ àâòîáóñà.
Ïðèõîäÿùèé â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè íà îñòàíîâêó ïàññàæèð â òå÷åíèå ïÿòè ñâîèõ

ïîåçäîê ôèêñèðîâàë âðåìÿ îæèäàíèÿ àâòîáóñà (â ìèíóòàõ): x1 12� , ; x 2 2 5� , ; x3 0 5� , ; x 4 3 2� , ;
x 5 2 9� , . Èçâåñòíî, ÷òî àâòîáóñ õîäèò ñòðîãî ïî ðàñïèñàíèþ ñ èíòåðâàëîì â ! ìèíóò, òàê ÷òî
âðåìÿ îæèäàíèÿ àâòîáóñà ïàññàæèðîì ìîæíî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ?, ïîä÷èíåííîé
[ ; ]0 ! -ðàâíîìåðíîìó ç.ð.â. (ñì. âûøå, ïðèìåð 7). Ïûòàÿñü îöåíèòü èíòåðâàë äâèæåíèÿ àâòîáó-
ñà, ïàññàæèð ñóìåë ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ïàðàìåòðå!: èç àíàëèçà îïûòà
ðàáîòû ðàçëè÷íûõ àâòîáóñíûõ ìàðøðóòîâ ãîðîäà, ôóíêöèîíèðóþùèõ â åäèíîì ðåãëàìåíò-
íîì ðåæèìå, ñëåäîâàëî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà ðàâíî 5,38 ìèí., à ñëó÷àé-
íûé ðàçáðîñ â åãî çíà÷åíèÿõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì, ðàâ-
íûì 1,39 ìèí.

Òðåáóåòñÿ:

Èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà!, ïîëó÷èòü áàéåñîâñêèå
òî÷å÷íóþ è èíòåðâàëüíóþ (ñ óðîâíåì äîâåðèÿ P0 0 95� , ) îöåíêè äëÿ íåèçâåñòíîãî èíòåðâàëà
äâèæåíèÿ àâòîáóñà è ñðàâíèòü èõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè, îñíîâàííûìè íà ìåòîäå
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ðåøåíèå. Â ï. 3 (ñì. ïðèìåð 7) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ïàðàìåòðà!â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò è îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïàðåòî ñ ïà-
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ðàìåòðîì ôîðìû� è ïàðàìåòðîì ñäâèãà!min , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
(32), ò. å. ïî ôîðìóëàì (32’). Â íàøåì ñëó÷àå èìååì:

�
!

� � � � � � �1 1 1 1
5 38

139
5 000

2

2

2

2=
,

,
, ,

!
�
! �min ( ) , , ( ).� � 	 � � � �

1
1

1

5
5 38 4 4 300 ìèí.

Ïàðàìåòðû àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ïåðåñ÷å-
òà (45):

~� �� � � � �n 5 5 10,

~
max { ; , ..., } , ( ).min min! !� �x x1 5 4 30 ìèí.

Ñîîòâåòñòâåííî:

� ( | , ..., )
~ ~

~ , ( )( ) min! !
� !
�

Á ìèí.� �
�
	

�E x x1 5
1

4 78

è ! ! � ! ! � !< [ (~ ;
~

); (~ ;
~

)], min , min0 975 0 025 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 95� , , ãäå ! � !q (~ ;
~

)min — ýòî 100q%-íàÿ
òî÷êà ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñ ïàðàìåòðàìè(~;

~
)min� ! . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïà-

ðåòî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

F P( ) { (~;
~

) }
~

,min
min

~

! ? � ! !
!
!

�

� � � 	
#

$
%
%

&

'
(
(1

òî çíà÷åíèÿ ! � !0 975, min(~ ;
~

) è ! � !0 025, min(~ ;
~

) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî:

~

(~;
~

)
,min

, min

~

!

! � !

�

0 975

0 975
#

$
%
%

&

'
(
(

� ,

~

(~;
~

)
,min

, min

~

!

! � !

�

0 025

0 025
#

$
%
%

&

'
(
(

� .

Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî! � !0 975, (~ ;
~

)min è! � !0 025, (~ ;
~

)min ïðè ~� � 10 è
~

,min! � 4 3
äàåò:

! � !0 975 4 31, min(~;
~

) ,� è ! � !0 025 6 22, min(~;
~

) ,� ,

òàê ÷òî
!< [ , ; , ]4 31 6 22 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 95� , .

Ðåøåíèå òåõ æå çàäà÷, îñíîâàííîå íà ìåòîäå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, äàåò (ñì.
[Àéâàçÿí, Ìõèòàðÿí (2001á), çàäà÷à 1.22]):

� , ( ),!ìï ìèí.� 3 84

!< [ , ; , ]3 22 6 69 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 95� ,

(çäåñü äàåòñÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ �!ìï , ïîäïðàâëåííàÿ íà íåñìåùåí-

íîñòü). È â äàííîì ñëó÷àå áàéåñîâñêèé ïîäõîä ïîçâîëèë ñóçèòü øèðèíó äîâåðèòåëüíîãî èí-
òåðâàëà ïî÷òè â 2 ðàçà (òî÷íåå, â 1,82 ðàçà).
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Çàäà÷à 5. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè çàâèñèìîñòè äóøåâûõ äîõîäîâ îò îáúåìà àâòîíîì-
íûõ èíâåñòèöèé.

Â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå äàííûå ïî ÑØÀ, õàðàêòåðè-
çóþùèå ñðåäíåäóøåâîé äîõîä y t è àâòîíîìíûå èíâåñòèöèè x t (â äîëëàðàõ, â äåôëèðîâàí-
íûõ, ñ ïîìîùüþ èíäåêñà ñòîèìîñòè æèçíè, öåíàõ) çà 1922–1941 ãîäû. Èíâåñòèöèè îïðåäåëå-
íû ïðèáëèæåííî êàê ðàçíîñòü ìåæäó ñðåäíåäóøåâûì äîõîäîì è äóøåâûì ðàñõîäîì íà ëè÷-
íîå ïîòðåáëåíèå (äàííûå çàèìñòâîâàíû èç ðàáîòû Haavelmo T. Methods of Measuring the
Marginal Propensity to Consume. — JASA, vol. 42 (1947), pp 105–122).

t
1

(1922)
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

20

(1941)

xt 39 60 42 52 47 51 45 60 39 41 22 17 27 33 48 51 33 46 54 100

yt 433 483 479 486 494 498 511 534 478 440 372 381 419 449 511 520 477 517 548 629

Àíàëèçèðóåòñÿ íîðìàëüíàÿ êëàññè÷åñêàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü ïàðíîé ðåãðåññèè (ñì. ïðè-
ìåð 9 â ïóíêòå 2 ïðè k � 1):

y x tt t t� � � �! ! �0 1 1 2 20, , , ..., . (48)

Àíàëèç ïðåäûñòîðèè è ýêñïåðòíûõ îöåíîê ìîäåëè ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ àïðè-
îðíóþ èíôîðìàöèþ î çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ! !0 1, è h t� 	( ) :D� 1

! ! ! !0
0

0 1
0

1 0330 2 85 0 002� � � � � �E E E; , ; ,h h ;

= = =0
2

0 1
2

1
2 8225 0 01 25 10� � � � � � � 	D D D! !; , ; h h .

Òðåáóåòñÿ:

Èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ( ; ; )! !0 1 h , ïîëó÷èòü áàé-
åñîâñêèå òî÷å÷íûå è èíòåðâàëüíûå (ñ óðîâíåì äîâåðèÿ P0 0 90� , ) îöåíêè ýòèõ ïàðàìåòðîâ
è ñðàâíèòü èõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåííûé â ïóíêòàõ 2 è 3 àíàëèç ïðèìåðà 9 ïîêàçàë, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñó-
ùåñòâóåò ñîïðÿæåííîå ñ íàáëþäàåìîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèå ïàðà-
ìåòðîâ ( ; ; )! !0 1 h è ÷òî îíî îïèñûâàåòñÿ òðåõìåðíûì ãàììà-íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
(29) ñ ïàðàìåòðàìè 7 G0

0
0

1
0

0� ( ; ) , ,! ! �T è �, îïðåäåëÿåìûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêîìåíäà-

öèÿìè (33) è (36), ò. å. : 7 0 330 2 85� ( ; , ) T ; � � �
h

h

0
2

2
16

=
; � � �

h

h

0

2
8000

=
;

G0

2 37 0

0 53333 3
�
#

$
%%

&

'
((

,

,
.

Ïàðàìåòðû àïîñòåðèîðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ôîðìóëàìè ïåðåñ÷åòà (47):

~ ,

,
,70

349 0

2 9
�
#

$
%%

&

'
((

~ ,� � 26
~

,� � 14578
~ ,

.G0

22 37 907

907 100 176
�
#

$
%%

&

'
((

Òî÷å÷íûå áàéåñîâñêèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ( ; ; )! !0 1 h îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿ-
ìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ (i) è (ii) ìíî-
ãîìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. âûøå, ï. 5 ðàçäåëà 3.3) èìååì:
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� ( | , )
~

( , ; , )( )7 7 7Á T� � �E X Y 0 349 0 2 90 ,

� ( | , )
~
~ ,( )h h YÁ � � �E X
�

�
0 00178.

Ïðè âûâîäå èíòåðâàëüíûõ áàéåñîâñêèõ îöåíîê òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà (i) è (ii)
ìíîãîìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ôàêò t( ~)2� -ðàñïðåäåëåííî-
ñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí( � ) ~ ,! !j j jc(Á) 	 ãäå ïàðàìåòð òî÷íîñòè~c j âû÷èñëÿåòñÿ ïî áëî÷íûì êîì-
ïîíåíòàì ìàòðèöû òî÷íîñòè

~
B ÷àñòíîãî àïîñòåðèîðíîãî îáîáùåííîãî ìíîãîìåðíîãî

t B( ~| � ;
~

)2� 7 (Á) -ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ôîðìóëå

~ ~ ~ ~
( )

~
. .c b B B j Bj jj j j� 	 � � (49)

(ñì. Ïðèëîæåíèå 1á). Ó÷àñòâóþùèå â ýòîì ñîîòíîøåíèè ÷èñëî
~
b jj , 1 1> 	( )k -ìàòðèöà

~
.B j ,

( )k 	 >1 1-ìàòðèöà
~

.B j è ( ) ( )k k	 > 	1 1-ìàòðèöà
~

( )B j îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì áëî÷íûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì ìàòðèöû

~
B :

~
~ ~

~ ~
( )

.

.

B
b B

B B j

jj j

j

�
#

$
%
%

&

'
(
( . (50)

Â íàøåì ñëó÷àå k � 2, j � 0 èëè 1, ìàòðèöà
~ ~

~
~ , ,

, ,
B � �

#

$
%

&

'
(

�

�
G0

0 040 1618

1618 178 665
, òàê ÷òî

~ , ( , ) , ,c0
20 040 1618 178 665 0 0254� 	 � è ~ , ( , ) , ,c1

2178 665 1618 0 040 113 217� 	 � . Ñëåäîâàòåëü-

íî, ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî | � | , ( ),! !0 0 0 050 0254 52(Á) 	 � � t è

| � | , ( ),! !1 1 0 05113 217 52(Á) 	 � � t , òàê ÷òî (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî t 0 05 52 1676, ( ) ,� ) èìååì:

!0 338 5 359 5< [ , ; , ] ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , ,

!1 2 743 3 057< [ , ; , ] ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , .

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð h ïîä÷èíÿåòñÿ àïîñòåðèîðíîìó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðà-
ìè ~� è

~
�, òî

h<[ ], ,(~;
~

); (~;
~

)� � � � � �0 95 0 05 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå � � �
�
J �q q(~ ;

~
) ~ ( ~)�

1

2
22 , èìååì (ñ ó÷åòîìJ 0 95

2 52 36 4, ( ) ,: è J 0 05
2 52, ( ):

:69 8, ):
h< [ , ; , ]0 00125 0 00239 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , .

Îöåíèâàíèå ìîäåëè (48) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (äàþùåãî
â äàííîì ñëó÷àå òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ) ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùèì òî÷å÷íûì è èíòåðâàëüíûì îöåíêàì:

� � ( ) ( , ; , )7 7ìï ìíê
T T T� � �	X X X1 344 7 3 05Y ,

� ( � ) ( � ) ,h Y Yìï ìï
T

ìï� 	 	+
,-

.
/0
�

	1

18
0 0015

1

X X7 7 ,

316,1< 0! � 373 3, ; 2 45 3 641, ,� �! ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , ,

h< [ , ; , ]0 00093 0 00285 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , .
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Ìû âèäèì, ÷òî áàéåñîâñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñóçèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ! 0

â 2,6 ðàçà, äëÿ!1 — â 3,7 ðàçà è äëÿ h — â 1,4 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäõîäîì, îñíîâàííûì íà
ìåòîäå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

6. Байесовский прогноз зависимой переменной,
основанный на нормальной классической линейной модели

множественной регрессии

Ìû ïðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü íîðìàëüíóþ ÊËÌÌÐ

y x t nt j t
j

t

j

k

� � � � �
�

! ! �0

1

1 2( ) , , , ..., ,

èëè, â ìàòðè÷íîé çàïèñè, ìîäåëü (8)–(9) (ñì. âûøå), â êîòîðîé îñòàòêè � �i iX� ( ) íîðìàëüíû,
ãîìîñêåäàñòè÷íû è âçàèìíîíåêîððåëèðîâàíû ïðè ëþáîì (à íå òîëüêî íàáëþäåííîì) íàáî-
ðå çíà÷åíèé îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå, íàðÿäó ñ íàáëþäåííûìè çíà÷åíèÿìè X è Y àíàëèçèðóåìûõ ïåðå-
ìåííûõ X x x x k� ( ; , , . . . , )( ) ( ) ( )1 1 2 T è y, èõ ïðîãíîçíûå (íà q òàêòîâ âðåìåíè âïåðåä) çíà÷åíèÿ:

~

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

X �

� � �

� � �

1

1
1

1
1

2
1

2
1

2
2

2

x x x

x x x

n n n
k

n n n
k

�

�

� � � � �

�1 1 2

1

x x x

Y

y

y

n q n q n q
k

n

� � �

�#

$

%
%
%
%
%

&

'

(
(
(
(
(

�

( ) ( ) ( )

~
è

n

n qy

�

�

#

$

%
%
%
%%

&

'

(
(
(
((

2

�
,

à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå îñòàòêè ~ ( , , . . . , ) .� � � �� � � �n n n q1 2
T

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (8)–(9):

~ ~ ~

~ ( ; )
.

Y

N hq q

� �

< �

�
�
�

��
	

X

0 I

7 �

� 1

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòðîèòü òî÷å÷íûå è èíòåðâàëüíûå îöåíêè äëÿ
~
Y ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì

X X,
~

è Y, î÷åâèäíî, íàäî ðàñïîëàãàòü ïëîòíîñòüþ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p Y Y(
~

| ;
~

; )X X , êî-
òîðóþ îáû÷íî íàçûâàþò «ïðîãíîçíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè». Íî ïîñêîëüêó
èç (8à)–(9à) ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà

~
Y çàâèñèò òàêæå îò ïàðàìåòðîâ 7 è h, à îíè

â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñîîòâåòñò-

âóþùåå àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà îïðåäåëåíèÿ ïðî-
ãíîçíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè p Y Y(

~
| ;

~
; )X X :

p Y Y p Y h Y d dh p Y h
h

(
~

| ;
~

; ) (
~

; ; | ;
~

; ) (
~

| ; ; ;
~

X X X X X� �@@ 7 7 7
7

X X X; ) ( ; | ;
~

; ) .Y p h Y d dh
h

�@@ 7 7
7

(51)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (51) ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû ïðîèçâåäåíèÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé

P AB C P A B C P B C( | ) ( | , ) ( | )� � . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî p Y h Y p Y h h e
q h

Y Y

(
~

| ; ; ;
~

; ) (
~

| ; ;
~

)~
(
~

) (
~

7 7
7

X X X
X

� �
	 	 	

2 2
T X7 )

,
à p h Y p h Y( ; | ;

~
; ) ( ; | ; )7 7X X X� — ãàììà-íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

~
, ~ , ~7 G0 0 �

è
~
�, îïðåäåëÿåìûìè ïî ïàðàìåòðàì7 G0 0, ,� è� àïðèîðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ p h( , )7 ïî ôîðìóëàì (47), èíòåãðèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè (51) äàåò:
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p Y Y
v

Y B Y

v q

(
~

| ;
~

; ) ~ (
~ ~ ~

) (
~ ~

)X X X X1
1

0 0

2
� 	 * 	+

,-
.
/0

	
�

7 7T , (52)

ãäå v n k� 	 	1 è * � 	 � � 	B q

~
~

~
(

~ ~
)

~[ ]�

�
I X X X X X XG0

1T T T (53)

(ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ÷èòàòåëü íàéäåò, íàïðèìåð, â [Çåëüíåð (1980)]). Òà-
êèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê òîìó, ÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå q-ìåðíîãî âåêòîðà

~
Y ïðè çà-

äàííûõ çíà÷åíèÿõ X ,Y è
~
X îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííûì ìíîãîìåðíûì t-ðàñïðåäåëåíèåì ñ

n k	 	1ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïàðàìåòðîì ñäâèãà
~~
X7 0 è ìàòðèöåé òî÷íîñòè *B , îïðåäåëåííîé

ñîîòíîøåíèåì (53) (ò. å. (
~

| ;
~

; ) ( |
~~

; )Y Y t n k BX X X� 	 	 *1 07 , ñì. Ïðèëîæåíèå 1á).
Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñâîéñòâà îáîáùåííîãî t-ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà (ñì. Ïðèëîæå-

íèå 1á), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå áàéåñîâñêèå ïðîãíîçû äëÿ
~
Y :

� òî÷å÷íûé áàéåñîâñêèé ïðîãíîç äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà
~
Y îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

� ( � ) , , ,..., ;y X m qn m n m� �� � �(ïðîãíîçíîå) (Á) T7 12 (54)

� èíòåðâàëüíûé áàéåñîâñêèé ïðîãíîç äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà
~
Y ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 îï-

ðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

y y t n k
c

y t n kn m n m P

m

n m P� � 	 � 	< 	 	 	 �
*

� 	 	 �� ( ) ; � ( )1

2

1

2
0 0

1
1

1
1

*

+

,
-
-

.

/
0
0c m

, m q� 1 2, , ..., , (55)

ãäå t v� ( ) — 100�%-íàÿ òî÷êà ñòàíäàðòíîãî t v( )-ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà, à âåëè÷èíû *cm âû-
÷èñëÿþòñÿ ïî ñõåìå (49)—(50) ñ çàìåíîé ( )k k> -ìàòðèöû

~
B íà q q> -ìàòðèöó *B , îïðåäåëåííóþ

ñîîòíîøåíèåì (53);

� áàéåñîâñêàÿ ïðîãíîçíàÿ äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü =
~
Y äëÿ âåêòîðà

~
( , , )Y y yn n q� � �1 � T

ñîñòîèò, ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ P0 , èç âñåõ òåõ
~

( , , )Y y yn n q� � �1 � T , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿ-
þò íåðàâåíñòâó

1
11

1 0

q
Y Y F q n k

Y P(
~ ~ � ) (

~ ~ � ) ( ; ),~	 	 � 	 		
	X X7 9 7(Á) T (Á) (56)

ãäå F v v� ( , )1 2 — 100�%-íàÿ òî÷êà F v v( , )1 2 -ðàñïðåäåëåíèÿ, �7 (Á) — áàéåñîâñêàÿ òî÷å÷íàÿ îöåí-

êà ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè7, à9~ ( )Y

n k

n k
B�

	 	

	 	
* 	1

3
1 — êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà

~
Y . Ìîæ-

íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîäåëè (8à)–(9à) ýòà îáëàñòü èìååò ôîðìó q-ìåðíîãî ýëëèïñîèäà.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ îïèñàííîé âûøå ñõåìû ïîñòðîåíèÿ òî÷å÷íûõ è èíòåðâàëüíûõ
áàéåñîâñêèõ ïðîãíîçîâ çíà÷åíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé â íîðìàëüíîé ÊËÌÌÐ íà íàøåì
ïðèìåðå, ïðîàíàëèçèðîâàííîì â çàäà÷å 5.

Çàäà÷à 5 (ïðîäîëæåíèå).
Â óñëîâèÿõ ïðèìåðà, ðàññìîòðåííîãî âûøå â çàäà÷å 5, òðåáóåòñÿ:
ïî çàäàííûì (ïëàíèðóåìûì) çíà÷åíèÿì àâòîíîìíûõ èíâåñòèöèé x 21 120� è x 22 140� ïî-

ñòðîèòü òî÷å÷íûå è èíòåðâàëüíûå áàéåñîâñêèå ïðîãíîçû äëÿ ñðåäíåäóøåâûõ äîõîäîâ íàñå-
ëåíèÿ y 21 è y 22 , à òàêæå ïðîãíîçíóþ äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü=

~
Y äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ñ óðîâíåì
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äîâåðèÿ P0 0 90� , . Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèÿìè, îñíîâàííûìè íà ìåòîäå
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ðåøåíèå. Èòàê, â íàøåì ñëó÷àå:

~
;

~
?X �

#

$
%%

&

'
(( �

#

$
%%

&

'
(( �

1 120

1 140

21

22

Y
y

y

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (52) ïëîòíîñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà
~
Y ïðè çàäàííûõ X X,

~

è Y îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííûì ìíîãîìåðíûì t-ðàñïðåäåëåíèåì ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû

v � 	 	 �20 1 1 18, ïàðàìåòðîì ñäâèãà
1 120

1 140

349 0

2 9

#

$
%

&

'
(
#

$
%

&

'
(

,

,
è ìàòðèöåé òî÷íîñòè *B , îïðåäåëåííîé

ñîîòíîøåíèåì (53).
Ïðîèçâåäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (53)–(56) è èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñâîé-

ñòâà îáîáùåííîãî ìíîãîìåðíîãî t-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå 1á), èìååì:

� , ,y 21 349 2 9 120 697 4(ïðîãí. ) � � � � ,

� , ,y 22 349 2 9 140 755 5(ïðîãí. ) � � � � ,

* �
	

	
#

$
%%

&

'
(( �B

Y

0 00159 0 00022

0 00022 0 00152

721, ,

, ,
;

,
~9

8 106 8

106 8 757 4

,

, ,

#

$
%%

&

'
(( ,

y 21 653 6 7412< [ , ; , ] ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , ,

y 22 710 7 800 3< [ , ; , ] ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , ,

= ~ :
,

,

,
Y

y

y

y

y
�

#

$
%%

&

'
((

	

	
#

$
%%

&

'
((

21

22

21

22

1

2

697 4

755 5

0T 00159 0 00022

0 00022 0 00152

697 4

7

21

22

	

	
#

$
%%

&

'
((

	

	

,

, ,

,y

y 55 5
2 62

,
,

#

$
%%

&

'
(( �

�
�
�

��

�
�
�

��
.

Ñðàâíèì ýòè ðåçóëüòàòû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîãíîçàìè, îñíîâàííûìè íà îöåíêàõ ìå-

òîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

� òî÷å÷íûé ïðîãíîç

� , , ,y 21 344 7 3 05 120 710 7ìï (ïðîãíîçíîå) � � � � ,

� ( ) , , , ;y 22
ìï ïðîãíîçíîå � � � �344 7 3 05 140 7717

� èíòåðâàëüíûé ïðîãíîç ñòðîèòñÿ íà îñíîâå t n( )	 2 -ðàñïðåäåëåííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí

� ( . )

�
( )

( )

y y

n

x x

x x

n m n m

n m

i

i

n

� �

�

�

	

� � �
	

	

ìï

ìï

ïðîãí

 1
1 2

2

1



�, , ;m 1 2

â íàøåì ñëó÷àå n � 20, x n� �1 120, x n� �2 140, �
� ,

, ìï

ìï

2 1 1

0 0015
666 67� � �

h
; � , ; ìï � 25 82

( )

( )

,
,

x x

x x

n

i

i

�

�

	

	
� �



1

2

1

20
2

5572 6

5711
0 976;

( )

( )

,
,

x x

x x

n

i

i

�

�

	

	
� �



2

2

1

20
2

8958 6

5711
1569 è t 0 05 18 1734, ( ) , ,� òàê ÷òî:
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y 21 647 1 774 3� [ , ; , ] ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , ,

y 22 699 2 844 2� [ , ; , ] ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 0 90� , .

Ìû âèäèì, ÷òî è â ïðîãíîçå áàéåñîâñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñóçèòü øèðèíó ïðîãíîçíîé
èíòåðâàëüíîé îöåíêè äëÿ y22 â 1,45 ðàçà, à äëÿ y22 — â 1,62 ðàçà!

Ïðèëîæåíèÿ

Некоторые сведения об одномерных и многомерных законах
распределения вероятностей, используемые в байесовском подходе

Ïðèëîæåíèå 1à

Îáîáùåííîå îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ � ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,

ïàðàìåòðîì ñäâèãà �0 è ïàðàìåòðîì òî÷íîñòè c ( ( | ; )t c� �0 -ðàñïðåäåëåíèå)

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [Àéâàçÿí, Ìõèòàðÿí (2001), ãë. 3]), ñòàíäàðòíûé ç.ð.â. Ñòüþ-
äåíòà ñ � ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ñò. ñâ. ) îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

t

i

( ) ,�
�

�
�

�
�

�
�

0

1
2

1

1
(Ï.1)

ãäå � � ��0 1, , ,� — ñòàòèñòè÷åñêè âçàèìîíåçàâèñèìûå ( ; )0 2� -íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f xt ( ) ( )�

â òî÷êå x çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

f x
x

t ( ) ( ) ,�

��

�	
� �

�


�
�



�
�
�

� �
�



�
�
�



�

�



�

�
�

�

�

�

1

2

2

1
2

1

2
(Ï.2)

ïðè÷åì Et( )� � 0 è Dt( ) ( )�
�

�
��

�
�

2
2 .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó t c( | ; )� � 0 , ÿâëÿþùóþñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé
îò t( )� , à èìåííî:

t c
c

t( | ; ) ( ) .� � � �0 0
1

� 
 (Ï.3)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f xt c( | ; ) ( )� �0
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

t c( | ; )� � 0 â òî÷êå x èìååò âèä:

f x

c
c x

t c( | ; ) ( )
( )

� �

�

�	
�

�
�0

1

2

2

1 0
2

�
�


�
�



�
�
�

� �
�



�
�
�



�

�

�

�

�



�

�
�

�

� 1

2
, (Ï.4)

ïðè÷åì Et c( | ; )� � �0 0� è Dt c
c

( | ; ) ( )� �
�

�
�0

1

2
2� �

�
� .
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Ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ (Ï.4), íàçûâàþò îáîáùåííûì ðàñïðåäåëåíèåì

Ñòüþäåíòà (èëè t c( | ; )� ! 0 -ðàñïðåäåëåíèåì) ñ ïàðàìåòðîì ñäâèãà ! 0 è ïàðàìåòðîì òî÷íî-

ñòè c. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïàðàìåòð òî÷íîñòè c íå åñòü âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê äèñ-
ïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû t c( | ; )� ! 0 : äèñïåðñèÿ ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü (ïðè � � 2).

Ïðèëîæåíèå 1á

Îáîáùåííîå k-ìåðíîå ( )k 
2 ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ � ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,

ïàðàìåòðîì ñäâèãà70 1
0

2
0 0� ( , ,... , )! ! !k

T è ( )k k> -ìàòðèöåé òî÷íîñòè B

(èëè òàê íàçûâàåìîå t B( | ; )�70 -ðàñïðåäåëåíèå)

Ñòàíäàðòíûé k-ìåðíûé ç.ð.â. Ñòüþäåíòà ñ � ñò. ñâ. îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå k-ìåðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

t t t t k( ) ( ( ), ( ), ..., ( )) ,( ) ( ) ( )� � � �� 1 2 T (Ï.5)

ãäå êàæäàÿ èç êîìïîíåíò t j ( )� — ñòàíäàðòíàÿ ñòüþäåíòîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (Ï.1), è âñå
êîìïîíåíòû t j kj ( ) ( , , . . . , )� � 1 2 âçàèìíîíåêîððåëèðîâàíû. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
f Xt ( ) ( )� â òî÷êå X x x x k� ( , , . . . , )( ) ( ) ( )1 2 T çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

f X

k

X X
t k( ) ( )

( )
�

�

1�
� �

�

�#
$
%

&
'
(

� #
$
%
&
'
(

� � �#
$
%

&
'

H

H

2

2

1
1

2

T (
	

�� k

2
, (Ï.6)

ïðè÷åì E 0t k( )� � è êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà 9 t k( )�

�
�

�
	

�
2

I , ãäå 0 k îáîçíà÷àåò k-ìåðíûé

âåêòîð-ñòîëáåö èç íóëåé, à I k — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè k.

Îáîáùåííîå k-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà (èëè t B( | ; )� 7 0 -ðàñïðåäåëåíèå)
ñ� ñò. ñâ., ïàðàìåòðîì ñäâèãà 7 0 è ìàòðèöåé òî÷íîñòè B îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû

t B C t( | ; ) ( ) ,� �7 70 0� � � (Ï.7)

ãäå C — íåêîòîðàÿ íåâûðîæäåííàÿ k k> -ìàòðèöà, B CC k� �	( ) , ( , , . . . , ),T 1
0 1

0
2
0 07 ! ! ! à t ( )� —

ñòàíäàðòíàÿ ñòüþäåíòîâñêàÿ k-ìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (Ï.5), ïîä÷èíÿþùàÿñÿ ç.ð.â. ñ ïëîò-
íîñòüþ (Ï.6). Çíà÷åíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f Xt B( | ; ) ( )� 70

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
t B( | ; )� 7 0 â òî÷êå X x x x k� ( , , . . . , )( ) ( ) ( )1 2 T çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

f X

k

B
t B k( | ; ) ( )

( )

| |�

�

1�
� �7

H

H
0

2

2

1
1

2

1

2�

�#
$
%

&
'
(

#
$
%
&
'
(

� � ( ) ( ) ,X B X

k

	 	#
$
%

&
'
(
	

�

7 70 0

2T

�

(Ï.8)

ïðè÷åì Et B( | ; )� 7 70 0� è êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà9 7t B B( | ; )�

�
�0 2

�
	

� .

Èìåííî ýòèì ç.ð.â. îïèñûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîå àïðèîðíîå (à ñëåäîâàòåëüíî, è àïîñòåðè-
îðíîå) ÷àñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà 7 � ( , , , )! ! !0 1 � k

T êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè
â íîðìàëüíîé ÊËÌÌÐ, à òàêæå óñëîâíîå (ïðè ôèêñèðîâàííûõ X ,Y è

~
X) àïîñòåðèîðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå âåêòîðà
~

( , , . . . , )Y y y yn n n q� � � �1 2
T ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé

â ýòîé ìîäåëè (ñì. â òåêñòå êîíñóëüòàöèè ïðèìåð 9 è çàäà÷ó 5).
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Ïðè ïîñòðîåíèè áàéåñîâñêèõ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê è äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé äëÿ ïàðà-
ìåòðîâ7, òàê æå êàê è ïðè ïîñòðîåíèè áàéåñîâñêèõ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê è äîâåðèòåëüíûõ
îáëàñòåé äëÿ ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé

~
Y , èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà t B( | ; )� 7 0 -ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ.

Ñâîéñòâî (À). Ïóñòü àíàëèçèðóåìàÿ k-ìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà t B( | ; )� 7 0 ðàçáèòà íà
äâà ïîäâåêòîðà t B( ) ( | ; )1

0� 7 è t B( ) ( | ; )2
0� 7 ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðíîñòåé k1 è k2 ( ),k k k1 2� �

ò. å.

t B
t B

t B
( | ; )

( | ; )

( | ; )

( )

( )
�

�

�
7

7

7
0

1
0

2
0

�
#

$
%
%

&

'
(
(.

Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ðàçîáüþòñÿ íà áëîêè âåêòîð ñðåäíèõ çíà÷åíèé 7 0 è ìàòðèöà òî÷-
íîñòè B:

7
7

70

1

1

1

2
�
#

$
%%

&

'
((

( )

( )
è B

B B

B B
�
#

$
%%

&

'
((

11 12

21 22

.

Ñôîðìóëèðóåì ñâîéñòâî (À).

×àñòíîå (ìàðæèíàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà t B( ) ( | ; )1
0� 7 ÿâëÿåòñÿ k1-ìåðíûì îáîá-

ùåííûì ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà t B( | ( ); ( ))� 7 0 1 1 ñ ïàðàìåòðîì ñäâèãà7 0 1
0 01

1
( ) ( , . . . , )� ! ! k

T

è ìàòðèöåé òî÷íîñòè B B B B B( ) .1 11 12 22
1

21� 	 	

Ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðâàëüíûõ îöåíîê íàñ èíòåðåñóåò ÷àñòíîå ðàñïðåäåëåíèå îòäåëü-
íîé (j-é) êîìïîíåíòû t Bj( ) ( | ; )� 7 0 àíàëèçèðóåìîé k-ìåðíîé îáîáùåííîé ñòüþäåíòîâñêîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû t B( | ; )� 7 0 . Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé äàí-
íîãî ñâîéñòâà, êîãäà â ðîëè t B( ) ( | ; )1

0� 7 âûñòóïàåò êîìïîíåíòà t Bj( ) ( | ; ).� 7 0 Òîãäà:

k B b B B j Bj jj j j1 0
01 1 1� � � 	 � �� �; ( ) ; ( ) ( ) ,7 ! (Ï.9)

ãäå b jj — j-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû òî÷íîñòè B, B b b b bj j j j j j jk� � 	 � �� ( , , , , , )1 1 1� � —
( )k	1-ìåðíàÿ ñòðîêà, B b b b bj j j j j j kj� 	 � � �� ( , . . . , , , . . . , )1 1 1

T — ( )k 	1-ìåðíûé ñòîëáåö ìàòðèöû B j( ), à
B j( ) — ýòî ( ) ( )k k	 > 	1 1-ìàòðèöà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ìàòðèöû B âû÷åðêèâàíèåì èç íåå j-é ñòðî-
êè è j-ãî ñòîëáöà.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå B(1) — ýòî ÷èñëîâîé ïàðàìåòð òî÷íîñòè â ÷àñòíîì îáîá-
ùåííîì îäíîìåðíîì ñòüþäåíòîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè êîìïîíåíòû t Bj( ) ( | ; )� 7 0 .

Ñâîéñòâî (Â) èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé äëÿ íåèçâåñòíûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ÊËÌÌÐ èëè îäíîâðåìåííî äëÿ íåñêîëüêèõ ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé çà-
âèñèìîé ïåðåìåííîé è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòàòèñòèêà

� � �� 	 	
1

0 0 0 0
k

t B B t B( ) ( )( | ; ) ( | ; )7 7 7 7T

àñèìïòîòè÷åñêè (ïî �C D) ïîä÷èíÿåòñÿ F k( ; )� -ðàñïðåäåëåíèþ.
Ïîýòîìó, îïðåäåëÿÿ èç òàáëèö ïî çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè P0 çíà÷åíèå

100(1-P0)%-íîé òî÷êè F kP1 0	 ( ; )� ñîîòâåòñòâóþùåãî F-ðàñïðåäåëåíèÿ, ìû ìîæåì ñ ïîìîùüþ
íåðàâåíñòâà

� Консультации
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1
0 0 0 0 1 0

k
t B B t B F kP( ) ( )( | ; ) ( | ; ) ( ; )� � �7 7 7 7	 	 � 	

T (Ï.10)

îïðåäåëèòü k-ìåðíóþ îáëàñòü, â êîòîðóþ ïîïàäàåò 100 0P % íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû t B( | ; )� 7 0 .

Ïðèëîæåíèå 2à

Äâóìåðíîå ãàììà-íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è åãî ñâîéñòâà

Ñîâìåñòíîå äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ( ; )! h íàçûâàåòñÿ ãàììà-

íîðìàëüíûì, åñëè åãî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p h( ; )! çàäàåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî
íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ) ñîîòíîøåíèåì

p h h e h e
h

h( ; ) ~ ( ) ,
( )

! �
�

! ! � �
0

1

2 2 1
0

0
2	 	 	 	� (Ï.11)

ãäå� ! �0 0, , è�— íåêîòîðûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ýòîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé.

Ñâîéñòâà äâóìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

(I) ×àñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ! åñòü îäíîìåðíîå îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå
Ñòüþäåíòà (Ï.4) ñ 2� ñò. ñâ., ïàðàìåòðîì ñäâèãà ! 0 è ïàðàìåòðîì òî÷íîñòè c � �� � �0 / , ò. å.

! � ! �
�
�

�
#

$
%%

&

'
((t 2 0 0| ; .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �
�
�
! !0 0( )	 ïîä÷èíÿåòñÿ ñòàí-

äàðòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþäåíòà ñ 2� ñò. ñâ.
(II) ×àñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà h åñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå (23) ñ ïàðàìåòðàìè

( , )� � è, ñëåäîâàòåëüíî, Eh �
�
�

, Dh �
�
� 2

è h< 	[ ( ; ); ( ; )]� � � � � �� �1 ñ âåðîÿòíîñòüþ P0 1 2� 	 �,

ãäå � � �q ( , ) — ýòî 100q%-íàÿ òî÷êà ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè� è�.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè�, êðàòíîì 0,5, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

� � �
�
J �q q( , ) ( ),�

1

2
22 (Ï.12)

ãäåJ q m2 ( ) — ýòî 100q%-íàÿ òî÷êà «õè-êâàäðàò»-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ m ñò. ñâ.

(III) Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà! (ïðè óñëîâèè çàäàííîñòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà h,
ò. å. ïðè h h� 0 , ãäå h0 — çàäàííîå ÷èñëî) ÿâëÿåòñÿ ( ; / )! �0 0 01 h -íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì (âûòåêàåò èç (Ï.11) ïðè ïîäñòàíîâêå â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ çàäàííîãî çíà÷å-
íèÿ h h� 0 ).

Ïðèëîæåíèå 2á

Ìíîãîìåðíîå (k �1-ìåðíîå, k �1) ãàììà-íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è åãî ñâîéñòâà

Ñîâìåñòíîå k �1-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ 7 � ( , , , )! ! !1 2 � k
T è h íàçûâàåòñÿ

ìíîãîìåðíûì ãàììà-íîðìàëüíûì, åñëè åãî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p h( ; )7 çà-
äàåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ) ñîîòíîøåíèåì:

p h h e h e
k h

h( ; ) ~ | | ,
( ) ( )

7 G
7 7 G 7 7

2
0

1

2 2 10 0 0	 	 	 	 	�
T

� � (Ï.13)
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ãäå çàäàííûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà ñäâèãà 7 0 1
0

2
0 0� ( , , . . . , )! ! ! k

T , ýëå-
ìåíòîâ ( )k k> -ìàòðèöû òî÷íîñòèG0 , à òàêæå ïàðàìåòðîâ � è � îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ç.ð.â.
ïàðàìåòðîâ 7 è h.

Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíîãî ãàììà-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

(I) ×àñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà 7 � ( , , . . . , )! ! !1 2 k
T åñòü ìíîãîìåðíîå

îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà (Ï.8) ñ 2� ñò. ñâ., ïàðàìåòðîì ñäâèãà7 � ( , , . . . , )! ! !1
0

2
0 0

k
T

è ìàòðèöåé òî÷íîñòè B � �
�
�
G0 .

(II) ×àñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà h åñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå (23) ñ ïà-
ðàìåòðàìè� è �.

(III) Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà7 (ïðè óñëîâèè çàäàííîñòè çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà h, ò. å. ïðè h h� 0 , ãäå h0 — çàäàííîå çíà÷åíèå) ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíûì ( ; ( ) )7 G0 0 0

1h 	 -
íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ïðèëîæåíèå 3

Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ îá àïðèîðíûõ ç.ð.â., ñîïðÿæåííûõ ïî îòíîøåíèþ ê íàáëþäàåìûì

ãåíåðàëüíûì ñîâîêóïíîñòÿì, çàâèñÿùèì îò åäèíñòâåííîãî íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà

¹

ïï

Ç.ð.â. íàáëþäàåìîé

ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

Ñîïðÿæåííûé àïðèîðíûé

ç.ð.â. p ( )	 , âûðàæåíèÿ äëÿ E	

è D	

Àïîñòåðèîðíûé ç.ð.â.

p x x xn( | , ,... , )	 1 2 , âûðàæåíèÿ

äëÿ åãî ïàðàìåòðîâ

1 ( ; )!  2 -íîðìàëüíûé,

f x e
x

( | )
( )

!
1 

!

 �
	

	1

2

2

22

(çíà÷åíèå äèñïåðñèè 2 èçâåñòíî)

( ; )!  0 0
2 -íîðìàëüíûé;

E D! ! !  � �0 0
2;

(!0 è 0
2 — çàäàíû)

( ; )* *!  0 0
2 -íîðìàëüíûé, ãäå

* �
�

�
!

�!

�
K

x 0

1
è * � �  �0

2 2 1/ ( )n ,

à �   � 2
0
2/ n

2 Ýêñïîíåíöèàëüíûé

f x
e x

x

x

( | )!
! !

�



�

�
�
�

	 ïðè

ïðè

0

0 0

p e( )
( )

!
�

�
!

�
� �!� 	 	

H
1 ( )! � 0 —

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå;

E! � �� / ; D! � �� / 2

(� è� — çàäàíû)

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðàìè
* � �� � n,

* � �
�

� � x i

i

n

1

3 [ ; ]0 ! -ðàâíîìåðíûé:

f x
x

x

( | )
[ ; ]

! !
!

!
� � �

E

�
�
�

��

1

0 0

äëÿ 0

äëÿ

p
x

x

( )!
�!

!

�

��



�

�
�
�

��
�

0

1
0

0 0

ïðè

ïðè

; ( )! � 0 —

ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî;

E!
�!

�
�

	
0

1
; D!

�!

� �
�

	 	
0
2

21 2( ) ( )

(� è!0 — çàäàíû)

Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî
ñ ïàðàìåòðàìè
* � �� � n,
* �! !0 0 1 2max{ ; , , , }x x x n�

4 Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà:

P x
x

e
x

{ }?
! !� � 	

!

x � 0 1 2, , , . . .

p ea( )
( )

!
�

�
!

�
�!� 	 	

H
1 ( )! � 0 —

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå;

E!
�

�
� ; D!

�

�
�

2

(� è� — çàäàíû)

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðàìè

* � �
�

� � x i

i

n

1

,

* � �� � n
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¹

ïï

Ç.ð.â. íàáëþäàåìîé

ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

Ñîïðÿæåííûé àïðèîðíûé

ç.ð.â. p ( )	 , âûðàæåíèÿ äëÿ E	

è D	

Àïîñòåðèîðíûé ç.ð.â.

p x x xn( | , ,... , )	 1 2 , âûðàæåíèÿ

äëÿ åãî ïàðàìåòðîâ

5 Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

P x CN
x x N x{ } ( )? ! !� � 	 	1

(çíà÷åíèå ïàðàìåòðà N èçâåñòíî)

p
a b

a b

a b( )
( )

( ) ( )
( )! ! !�

�
		 	H

H H
1 11

( )0 1� �! — áåòà-ðàñïðåäåëåíèå;

E! �
�

a

a b
;

D! �
� � �

ab

a b a b( ) ( )2 1

(a è b — çàäàíû)

Áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðàìè

* � �
�

a a x i

i

n

1

,

* � � 	
�

b b nN x i

i

n

1

6 Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå

P x Cx
k k x k{ } ( )? ! !� � 		
	 	

1
1 1

(çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k èçâåñòíî)

x k k� �, ,1�

p
a b

a b

a b( )
( )

( ) ( )
( )! ! !�

�
		 	H

H H
1 11

( )0 1� �! — áåòà-ðàñïðåäåëå-
íèå;

E! �
�

a

a b
;

D! �
� � �

ab

a b a b( ) ( )2 1

(a è b — çàäàíû)

Áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðàìè
* � �a a kn,

* � � 	
�

b b x kni

i

n

1

7 Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî
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