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Îïòèìàëüíûé ñáàëàíñèðîâàííûé ðîñò
îòêðûòîé òðåõñåêòîðíîé ýêîíîìèêè1

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà íàéäåíî îïòèìàëüíîå äèíàìè÷åñêîå

ïðàâèëî ðàñïðåäåëåíèÿ òðóäîâûõ, èíâåñòèöèîííûõ è ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ ìåæäó

ñåêòîðàìè îòêðûòîé òðåõñåêòîðíîé ýêîíîìèêè ïî êðèòåðèþ ìàêñèìóìà äèñêîíòè-

ðîâàííîãî óäåëüíîãî íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ.

Ò
ðåõñåêòîðíàÿ ìîäåëü ýêîíîìèêè [Êîëåìàåâ (1997)], [Êîëåìàåâ (1998, 2002, 2005)]
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàìêíóòîé îäíîñåêòîðíîé ìîäåëè Ñîëîó [Solow (1956)] â ÷àñòè
ó÷åòà ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ñòðóêòóðû è âíåøíèõ ñâÿçåé. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè ìàòå-

ðèàëüíûé (íóëåâîé) ñåêòîð ïðîèçâîäèò ïðåäìåòû òðóäà (ñûðüå, ýíåðãîðåñóðñû, ïîëóôàáðè-
êàòû è äðóãèå ðàñõîäóåìûå ìàòåðèàëû), ôîíäîñîçäàþùèé (ïåðâûé) — ñðåäñòâà òðóäà (çäà-
íèÿ, ñîîðóæåíèÿ, ìàøèíû, îáîðóäîâàíèå, ñèëîâûå óñòðîéñòâà è äðóãèå èíâåñòèöèîííûå
òîâàðû ïðîèçâîäñòâåííîãî íàçíà÷åíèÿ), ïîòðåáèòåëüñêèé (âòîðîé) — ïðåäìåòû ïîòðåá-
ëåíèÿ.

Òåõíîëîãè÷åñêèé óêëàä ñ÷èòàåòñÿ íåèçìåííûì è çàäàííûì ñ ïîìîùüþ ëèíåéíî-
îäíîðîäíûõ íåîêëàññè÷åñêèõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé ñåêòîðîâ

X F K L ii i i i� �( , ), , , ,0 1 2

ãäå Xi, Ki, Li — âûïóñê â ñîïîñòàâèìûõ öåíàõ, ôèçè÷åñêèé êàïèòàë è ÷èñëî çàíÿòûõ â i-ì ñåêòîðå.

Àíàëîãè÷íî ìîäåëè Ñîëîó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ëàã êàïèòà-
ëîâëîæåíèé ðàâåí íóëþ, êîýôôèöèåíòû èçíîñà ôèçè÷åñêîãî êàïèòàëà ñåêòîðîâ è òåìïà
ïðèðîñòà ÷èñëà çàíÿòûõ ïîñòîÿííû. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû èçíîñà
îäèíàêîâû, à êîýôôèöèåíò êâîòèðîâàíèÿ èìïîðòà èíâåñòèöèîííûõ òîâàðîâ è ñîîòíîøåíèå
ìèðîâûõ öåí íà ìàòåðèàëû è èíâåñòèöèîííûå òîâàðû ïîñòîÿííû.

Ïîñëå ñîçäàíèÿ îäíîñåêòîðíîé ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà [Solow (1956)] Ôåëïñ
â ðàáîòå [Phelps (1966)] íàøåë îïòèìàëüíîå ïðàâèëî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà äëÿ ýòîé
ìîäåëè, à Óäçàâà â ðàáîòå [Uzawa (1964)] óñòàíîâèë òàêîå ïðàâèëî äëÿ äâóõñåêòîðíîé ìî-
äåëè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàéäåíî îïòèìàëüíîå ïðàâèëî äèíàìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðóäî-

âûõ è èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ â îòêðûòîé òðåõñåêòîðíîé ìîäåëè. Ðàíåå òàêîå ïðàâèëî
áûëî íàéäåíî â 2002 ãîäó äëÿ çàìêíóòîé òðåõñåêòîðíîé ìîäåëè (ñì. Ïðèëîæåíèå 4 â [Êî-
ëåìàåâ (1998, 2002, 2005)]) â ïðåäïîëîæåíèè ðàâåíñòâà äîëåé ðàñïðåäåëåíèÿ òðóäîâûõ
è èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ, à â 2005 ãîäó è áåç òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå 3
â [Êîëåìàåâ (2005)]).
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1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ: ÐÃÍÔ 08-02-00057a, ÐÔÔÈ 07-06-12023 ÎÔÈ.



1. Используемое в исследовании подмножество
открытой трехсекторной модели

Ïðèâåäåì ïðèìåíÿåìîå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîäìíîæåñòâî îòêðûòîé òðåõñåêòîðíîé ìî-
äåëè ýêîíîìèêè (ïîëíîñòüþ ìîäåëü ïðèâåäåíà â [Êîëåìàåâ (2005)]). Ýòî ïîäìíîæåñòâî
ïðåäñòàâëåíî â îòíîñèòåëüíûõ ïîêàçàòåëÿõ, è â íåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

� — òåìï ðîñòà ÷èñëà çàíÿòûõ (èç ïðåäïîëîæåíèÿ åãî ïîñòîÿíñòâà ñëåäóåò, êàê è â ìî-
äåëè Ñîëîó, ÷òî L L t L e t� �( ) ( )0 � );

� i
iL

L
� — äîëÿ i-ãî ñåêòîðà â ðàñïðåäåëåíèè òðóäîâûõ ðåñóðñîâ;

s i — äîëÿ i-ãî ñåêòîðà â ðàñïðåäåëåíèè èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ;

k
K

L
i

i

i

� — ôîíäîâîîðóæåííîñòü i-ãî ñåêòîðà;

X

L
F k f ki

i

i i i i� �( , ) ( )1 — îòðàñëåâàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà i-ãî ñåêòîðà;

y
Y

L
1

1� — óäåëüíûé èìïîðò èíâåñòèöèîííûõ òîâàðîâ;

y
Y

L
2

2� — óäåëüíûé èìïîðò ïîòðåáèòåëüñêèõ òîâàðîâ;

� 1 — êîýôôèöèåíò êâîòèðîâàíèÿ èìïîðòà èíâåñòèöèîííûõ òîâàðîâ;
z 0 — óäåëüíûé ýêñïîðò ìàòåðèàëîâ;
q0 — ìèðîâàÿ öåíà ýêñïîðòèðóåìûõ ìàòåðèàëîâ;
q q1 2
� �, — ìèðîâûå öåíû èìïîðòèðóåìûõ èíâåñòèöèîííûõ è ïîòðåáèòåëüñêèõ òîâàðîâ;

ai — ïðÿìûå çàòðàòû ìàòåðèàëîâ íà åäèíèöó âûïóñêà i-ãî ñåêòîðà;
� — êîýôôèöèåíò èçíîñà ôèçè÷åñêîãî êàïèòàëà (îäèíàêîâ äëÿ âñåõ ñåêòîðîâ);
� � �� � — êîýôôèöèåíò óìåíüøåíèÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòè çà ñ÷åò èçíîñà ôèçè÷å-

ñêîãî êàïèòàëà è ðîñòà ÷èñëà çàíÿòûõ.

Óäåëüíûé âûïóñê ñåêòîðîâ

x
X

L
f k ii

i
i i i� � �� ( ), , ,0 1 2, (1)

ãäå xi — íàðîäíîõîçÿéñòâåííàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà i-ãî ñåêòîðà.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòè ñåêòîðîâ

dk

dt
k

s
x y k k ii

i
i

i

i i�	 � � � ��
�

( ), ( ) , , ,1 1
00 0 1 2. (2)

Íàòóðàëüíûå áàëàíñû

� òðóäîâîé
� � � �0 1 2 1 0 1� � � 
 �, i ; (3)

� èíâåñòèöèîííûé
s s s s i0 1 2 1 0 1� � � 
 �, ; (4)

� ìàòåðèàëüíûé
( )1 0 0 1 1 2 2 0	 � � �a x a x a x z . (5)
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Âíåøíåòîðãîâûé áàëàíñ

q z q y q y0 0 1 1 2 2� �� � . (6)

Èíäóñòðèàëüíàÿ áåçîïàñíîñòü

y x1 1 1
 � . (7)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííîå ïîäìíîæåñòâî îòêðûòîé òðåõñåêòîðíîé ìîäåëè îòëè÷àåò-
ñÿ îò ïîëíîé ìîäåëè â ñëåäóþùèõ àñïåêòàõ:

1) èç òðåõ âíåøíåòîðãîâûõ áàëàíñîâ ñåêòîðîâ âûáðàí ñàìûé âàæíûé áàëàíñ (6) ìàòåðè-
àëüíîãî ñåêòîðà;

2) îïóùåíû âíóòðåííèå ñòîèìîñòíûå áàëàíñû ñåêòîðîâ;
3) óäåëüíûé èìïîðò ïîòðåáèòåëüñêèõ òîâàðîâ ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì, ïîýòîìó óñëî-

âèå ïîòðåáèòåëüñêîé áåçîïàñíîñòè îïóùåíî.

Óïðîùåíèå ìîäåëè îáóñëîâëåíî òðóäíîñòÿìè ðåøåíèÿ ïîëíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà îòêðûòîé òðåõñåêòîðíîé ýêîíîìèêè. Ïî ìåðå ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ
òðóäíîñòåé, ìîæíî íàäåÿòüñÿ, áóäåò ðåøåíà è ïîëíàÿ çàäà÷à. Â ñâÿçè ñ ïðåíåáðåæåíèåì ÷à-
ñòüþ ñòîèìîñòíûõ áàëàíñîâ â íàçâàíèè ñòàòüè èñïîëüçîâàí òåðìèí «îïòèìàëüíûé ñáàëàíñè-
ðîâàííûé ðîñò» âìåñòî «îïòèìàëüíûé ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò».

Ïîä îïòèìàëüíûì ñáàëàíñèðîâàííûì ðîñòîì ïîíèìàåòñÿ ðîñò ôîíäîâîîðóæåííîñòè
âñåõ ñåêòîðîâ, ñáàëàíñèðîâàííûé ïî òðóäîâûì, èíâåñòèöèîííûì è ìàòåðèàëüíûì ðåñóð-
ñàì è îïòèìàëüíûé ïî êðèòåðèþ «ìàêñèìóì äèñêîíòèðîâàííîãî óäåëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ».

2. Постановка задачи

Àíàëîãè÷íî ðàáîòå Ôåëïñà [Phelps (1966)] ïðèìåì â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ äèíàìè÷åñêîé çà-

äà÷è ìàêñèìóì äèñêîíòèðîâàííîãî óäåëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ:

� �e c t dtt	


�� ( ) max
0

, (8)

íî ïîñêîëüêó c t x t y( ) ( )� �2 2 , òî ïðè y 2 � const çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè äèñêîí-
òèðîâàííîãî óäåëüíîãî âûïóñêà ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà:

� �e x t dtt	


�� 2

0

( ) max. (9)

Çàäà÷à áóäåò ðåøàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [Ïîíòðÿãèí è äð.
(1969)] â òîé ôîðìå, êàê ýòî ïðåäñòàâëåíî â [Èíòðèëëèãàòîð (1975)]. Ôàçîâûå ïåðåìåííûå —
ôîíäîâîîðóæåííîñòü ñåêòîðîâ k k k0 1 2, , , óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ — ýòî óðàâíåíèÿ (2) äëÿ ôîí-
äîâîîðóæåííîñòè ñåêòîðîâ.

Óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû — ýòî äîëè ðàñïðåäåëåíèÿ òðóäîâûõ è èíâåñòèöèîííûõ ðåñóð-
ñîâ ìåæäó ñåêòîðàìè � � �0 1 2 0 1 2, , , , , .s s s Ïîñêîëüêó ýòè äîëè ñâÿçàíû òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìè

� � �0 1 2 1� � � , (3’)

s s s0 1 2 1� � � , (4’)
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( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2
1

0

1
2

0

	 � � � �
� �

a f k a f k a f k
q

q
y

q

q
� � � y2, (5’)

òî ñâîáîäíûõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ òîëüêî òðè. Âûáåðåì â òàêîì êà÷åñòâå ïàðàìåòðû
s s1 2 2, , � .

Â óðàâíåíèè ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà (5’) âìåñòî z 0 ïîäñòàâëåíî åãî çíà÷åíèå, íàéäåííîå
èç âíåøíåòîðãîâîãî áàëàíñà (6). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå èíäóñòðèàëüíîé áåçîïàñíîñòè
âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî:

y x1 1 1� � , (7’)

òîãäà óðàâíåíèå ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 02
0	 � � � �a f k a b f k a f k z� � � , (5’’)

ãäå b
q

q
1 1

1

0

� �
�

� const, z
q

q
y02

0 2

0
2� �

�

const.

Èñïîëüçóÿ (3’), ðàçðåøèì (5’’) îòíîñèòåëüíî �1:

�
� �

1
2 0 0 0 2 2 2 2 02

0

0 0 0

1 1

1
�

	 	 	 	
	 �

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

a f k a f k z

a f k ( ) ( )a b f k1 1 1 1�
. (10)

Òàêèì îáðàçîì, çàäàâ óïðàâëÿþùåå ïðàâèëî â ìîìåíò t ïî ïàðàìåòðàì s s1 2 2, , ,� ïî ñîîò-
íîøåíèÿì (3’), (4’), (10) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåñóðñîâ, ò. å. s 0 0 1, ,� � .

Óðàâíåíèÿ äëÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ïðè âûïîëíåíèè (7’) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

dk

dt
k

s
f k0

0
0

0

1 1 1 11�	 � ��
�

� �( ) ( ), k k0 0
00( ) � ; (11)

dk

dt
k s f k1

1 1 1 1 11�	 � �� �( ) ( ), k k1 1
00( ) � ; (12)

dk

dt
k

s
f k2

2
2

2

1 1 1 11�	 � ��
�

� �( ) ( ), k k2 2
00( ) � . (13)

Ðåøåíèå çàäà÷è íà ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà (9) ïðè âûïîëíåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (11)–(13) äëÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è ñîîòíîøåíèé (3’), (4’), (10) íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîå-
íèÿ Ãàìèëüòîíèàíà

H e f k k
s

f kt� � 	 � �
�

�
����

�

�
�	� � � �

�
� ��

2 2 2 0 0
0

0

1 1 1 11( ) ( ) ( )��
� 	 � �

�
�
���

�
�
���
�� � �1 1 1 1 1 11k s f k( ) ( )

� 	 � �
�

�
����

�

�
���

� �
�

� �2 2
2

2

1 1 1 11k
s

f k( ) ( ) (14)

è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ

d

dt

H

k

� 0

0

�	
�
�

,
d

dt

H

k

�1

1

�	
�
�

,
d

dt

H

k

� 2

2

�	
�
�

.
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k0
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0

1 1 1
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0

1 1 �
�

�
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�

( ) ( )
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�
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2
2

2

1 1 1
1

0

1

0

1
s

f k
k

H

k

s

( ) ( ) ,

0

0

1 1 1
1

0

1

0

1
1 1

1

1 1
�

�
�
�

�
�( ) ( )

( )

(
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�
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1

1 1 1 1 1

2

1
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0

1

1

1
1 1

1

1 1
�

�
�
�

�
�( ) ( )

( )

(
� �

�

�
���

	



���
�
�

�
�

f k
k

f k

f k

H

k
e f k

st

1

2

2 2 2 0
0

2

)
,

( )

�

�
����

	



���

�

�
�
�

�

�
�
�

�
�

� � ��� � 
�

� ( ) ( )1 11 1 1
1

0

1

2

2
2� �

�

�
���

	



���
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�
� � ��

�
�

�
 �f k

k

s

�
�

�

2

1 1 1
1

2

1( ) ( ) .�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�������������

�

�����

f k
k

��������

(15)

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå
�
�

� 1

0k
,

�
�

� 1

1k
,

�
�

� 1

2k
, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (10):

�
�

�
� � � � �� � �1

0

0 0 0 2 1 1 1 1 2 2 2 21 1

k

a f k a b f k a f k( ) ( ) ( )( ) ( ) ([ )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) (]
[ ]

�

� � �
�

� �z

a f k a b f k

a f k02

0 0 0 1 1 1 1
2

0 0 0 0

1

1 � )

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 1 1 1 1� � �a f k a b f k
;

�
�

� �
� � � � �� � �1

1

1 1 1 1 2 0 0 0 2 2 21 1

k

a b f k a f k a f k( ) ( ) ( )( ) ( ) ([ 2 02

0 0 0 1 1 1 1
2

1 1 1 1

1

)

( ) ( ) ( ) ( )

( )]
[ ]

�

� � �
� �

� �z

a f k a b f k

a b f� ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k

a f k a b f k

1

0 0 0 1 1 1 11� � �
;

�
�

� �
�

� � �
� �1

2

2 2 2 2

0 0 0 1 1 1 11k

a f k

a f k a b f k

( )

( ) ( ) ( ) ( )
.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ
�
�

� 1

0k
,

�
�

� 1

1k
,

�
�

� 1

2k
â óðàâíåíèÿ (15) äëÿ

ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ

d

dt
s a f k D


�

�
�

0
0

1

0

0 0 01 1� � �
�

�
���

	



���

� ��

�
����

	



��( ) ( ) � � � ��

�
���

	



���


�

� 0
2

2

0 0 0 0 21
s

a f k D( ) ( ) , (16)

d

dt

s
f k

a f k a b


�
� �

�
�1 0

0

1 1 1 1

0 0 0
1

0

1 1

1

1

� � � �
� � �

( ) ( )

( ) ( ) ( )f k

a f k a b f k

1 1

0 0 0 1 1 1 11

( )

( ) ( ) ( ) ( )� � �

�

�

���������

	




��������

� � � � � � � 0 1 1 1 1 11( )( ) ( )s f k

d

dt

s
f k

a f k

a f k


�

� �1 2

2

1 1 1 1
0 0 0

0 0 0

1
1

1
� � � � �

�
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )� �

�

�
����

	



���( ) ( )

,
a b f k1 1 1 1

2 (17)

d

dt

s
a f k D


�

�
�

� 2 0

0

1

0

0 2 2 21� �
�

�
���

	



���

��

�
����

	



���( ) 0 2 2 2 2 2 2 2 2� � � � ��( )( ) ( )�  � ��s a f k D e f kt , (18)

ãäå

D
f k

a f k a b f k
�

�
� � �

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
.

1

1
1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

�
(19)

Êîíêðåòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t1. Ýòîò ìîìåíò óñòàíàâëèâàåòñÿ êàê ìîìåíò
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ïåðåõîäà èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (â íàøåì ñëó÷àå k k k0
0

1
0

2
0, , ) â çàäàííîå

êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (â íàøåì ñëó÷àå k k k0 1 2
* * *, , ). Ïîñëåäíåå, ñîãëàñíî Ïðèëîæåíèþ 4 â [Êîëå-

ìàåâ (2005)], ÿâëÿåòñÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòüþ ñåêòîðîâ ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåé ñòàöèî-
íàðíîé çàäà÷è:

�

� �
��

2 2 2

1 1 1 1

0 1

1
0 1 2

f k

k
s f k

i

s s

i
i

i

( ) max,

( ) ( )
, , , ,

�

�
�

�

� � s s

a f k a b

i

i

2

0 1 2

0 0 0 0 1

1 0 1

1 0 1

1

� � �

� � � � �

	 � �

, ,

, ,

( ) ( ) (

� � � �

� 1 1 1 1 2 2 2 2 02
0) ( ) ( ) .� �f k a f k z� �




�

��������



��������

(20)

Íåïîñðåäñòâåííî ìîìåíò âðåìåíè t1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîìåíò, êîãäà îïòèìàëüíîå (ïî
êðèòåðèþ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòè ôîíäîñîç-
äàþùåãî ñåêòîðà

dk

dt
k s t f k1

1 1 1 1 11
*

* * *( )( ) ( )� 	 � �� � , k k1 1
00* ( ) ,�

äîñòèãàåò îïòèìàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ

k t k1 1 1
* *( ) � .

Ïðåäñòàâèì êðèòåðèàëüíûé ôóíêöèîíàë (9) äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ:

� � �� � �e x t dt e x t dt e x t dtt t

t

t

t

	
�

	 	
�

� � �� � �2

0

2

0

2

1

1

( ) ( ) ( ) � � �e x t dt e xt

t

t	 	� �2

0

2

1

1( ) * ,

ãäå x f k2 2 2 2
* * *( )� � . Òîãäà êðèòåðèàëüíàÿ ôóíêöèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ïðèìåò âèä

� �� �e x t dt e f kt

t

t	 	� �2

0

2 2 2

1

1( ) ( )* * , (21)

ïîýòîìó óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, ñâåäóòñÿ ê ñëåäóþùèì
êðàåâûì óñëîâèÿì äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ:

� ��
0 1

0

2 2 2
1 0( ) ( )

*

* *( )t
k

e f kt�
�

�
�	 , (22)

� ��
1 1

1

2 2 2
1 0( ) ( )

*

* *( )t
k

e f kt�
�

�
�	 , (23)

� � �� �
2 1

2

2 2 2 2 2 2
1 1( ) ( ) ( ).

*

* * * *( )t
k

e f k e f kt t�
�

�
� �	 	 (24)

3. Необходимые условия оптимальности

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t, 0 1� �t t , óïðàâ-
ëÿþùèå ïàðàìåòðû äîëæíû ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, äîñòàâëÿþùèå ìàêñèìóì Ãàìèëüòîíèàíó
(14) ïðè ôèêñèðîâàííûõ (çàäàííûõ) çíà÷åíèÿõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ (â íàøåì ñëó÷àå k0, k1, k2)
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è äðóãèõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Ñâîáîäíûìè óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè, êàê óæå îò-
ìå÷àëîñü, ñëóæàò s s1 2 2, , � , îñòàëüíûå ïàðàìåòðû, çàäàþùèå ðàñïðåäåëåíèå òðóäîâûõ è èí-
âåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ( , , )s 0 0 1� � , îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïåðâûì òðåì ñ ïîìîùüþ òðóäîâîãî, èí-
âåñòèöèîííîãî è ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñîâ (ïîñëåäíèé â íàøåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåí â ôîðìå
(10)).

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïî ïàðàìåòðó s1

Ïàðàìåòð s1 ëèíåéíûì îáðàçîì âõîäèò â Ãàìèëüòîíèàí ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïðè � 0 (âìå-
ñòî s 0 ïîäñòàâëÿåì s s s0 1 21� � � ) è ïðè � 1:

( )1 1 1
0

0

1

1

1� � �
�

�

				




�

����


�

�

�

�
x s ,

ïîýòîìó îïòèìàëüíîå óïðàâëÿþùåå ïðàâèëî ïî ïàðàìåòðó s1 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

s t
s t

s t1

1 0 1 1 0

1 0 1 1 0

* ( )
( ), ,

( ), ,
�

�

�

�
�
��

���

� � � �

� � � �
(25)

ãäå s t s t1 1( ), ( ) — ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s1 â ìîìåíò
âðåìåíè t.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïî ïàðàìåòðó s2

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëî ïî ïàðàìåòðó s 2 :

s t
s t

s t2

2 0 2 2 0

2 0 2 2 0

* ( )
( ), ,

( ), .
�

�

�

�
�
��

���

� � � �

� � � �
(26)

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïî ïàðàìåòðó � 2

Çàâèñèìîñòü Ãàìèëüòîíèàíà îò ïàðàìåòðà � 2 íåëèíåéíàÿ, ïîýòîìó íàäî èññëåäîâàòü
ïðîèçâîäíóþ

�

�
� � � � �

�

�

			
�H

e f k
s

f kt

�
�

�


�

�

�

�

�

2

2 2
0

0

1 1 1
1

0

1

0

1 1( ) ( ) ( )
	




�

����

�

�

�

�

				




�

����

�

�

				




�

�����
� �

�

�
�

�
1

2

0
2

2

11
s

( ) ( )f k1 1
1

2

1

2

2� �
�

�

�

�

				




�

����

�

�

				




�

����

�

�

�

�
� .

Íàéäåì òåïåðü
�

�
� �

� �

� � �

�

�
1

2

0 0 0 2 2 2

0 0 0 1 1

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a f k a f k

a f k a b f1 1( )k

è, ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå â ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

�

�
� � � � ��H

e f k D
s

a f k a f k
st

�
�

�
��

2

2 2
0

0

0 0 0 2 2 2 01( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

2
2 0 0 0 02

0
21

�
�( )( ) ( )� �

�

�
�
�

�

�
�
�

a f k z . (27)

Îïòèìàëüíîå ïðàâèëî ïî � 2 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

�

�
�

�
�

2

2

2

2

2

0

0

* ( )

( ), ,

( ), .

t

t
H

t
H

�

�

�
�

�

�
�

�

�

�����

�

�����

(28)

� Макроэкономика
21

В
.А

.К
о

л
ем

ае
в



4. Исследование поведения сопряженных переменных

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ çàâèñèò îò âûáîðà óïðàâëÿþùåãî ïðà-
âèëà. Ïîñêîëüêó â êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ � � �0 1 2, , íåïîñðåäñòâåííî âõîäÿò
óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû, îïòèìàëüíîå óïðàâëÿþùåå ïðàâèëî çàâèñèò îò íàéäåííîãî ðåøå-
íèÿ � � �0 1 2, , . Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå è ïðàâèëà, è ðåøåíèÿ äîëæíî ïðîèñõîäèòü îäíîâðå-
ìåííî. Îäíàêî äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ýòè ÷àñòè èññëåäîâàíèÿ îïèñûâàþòñÿ â ðàçíûõ ðàç-
äåëàõ ñòàòüè.

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáùèé âèä íàéäåííîãî îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà. Îíî ñîñòîèò èç ýòà-
ïîâ óñêîðåííîãî è çàìåäëåííîãî ðîñòà. Íà ï å ð â î ì ýòàïå óñêîðåííûì îáðàçîì ðàñòåò ôîí-

äîâîîðóæåííîñòü ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà, â òî âðåìÿ êàê ôîíäîâîîðóæåííîñòü ìàòåðè-
àëüíîãî è ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðîâ îñòàåòñÿ íà ïåðâîíà÷àëüíîì óðîâíå. Íà â ò î ð î ì
ýòàïå, íàïðîòèâ, óñêîðåííûì îáðàçîì ðàñòåò ôîíäîâîîðóæåííîñòü ìàòåðèàëüíîãî è ïî-

òðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðîâ, â òî âðåìÿ êàê ôîíäîâîîðóæåííîñòü ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà
çàìåäëåííûì îáðàçîì «ïîäòÿãèâàåòñÿ» ê îïòèìàëüíîìó ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ.

Ïîâåäåíèå ïåðåìåííûõ � �0 2,

Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå � 0 è � 2 óäîâëåòâîðÿþò àâòîíîìíîé ïîäñèñòåìå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé

d

dt
a a t

d

dt
a a g t

�
� � �

�
� � �

0
00 0 02 2 0 1

2
20 0 22 2

0� � �

� � �

, ( ) ,

( ), ( ) ( ),� 2 1 1t g t�

�

�

				




				

(29)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîé, ñîãëàñíî (16), (18), çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

a s a f k D a
s

00 0
1

0

0 0 0 02
2

2

01 1� � �
�

�


�

�
���

� � � ��
�
� �

�( ) ( ) , ( ) ( ) ,

( )

1

1

0 0 0

20
0

0

1

0

2 2 2 2

� �

� �
�

�


�

�
���

�

a f k D

a
s

a f k
�

�
�

� D a s a f k D, ( ) ,22 2 2 2 2� � �

�

�

					




					
�

(30)

ãäå

g t e f k D
f k

a f k a

t( ) ( );
( ) ( )

( ) ( ) (
� � �

�
� � �

�� �
�

2 2 2
1 1 1

0 0 0 1

1

1 b f k1 1 1) ( )
.

Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (29) â èíòåðâàëû âðåìåíè ìåæäó ïåðåêëþ÷åíèÿìè
â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ôóíêöèé âðåìåíè g D f k f k, , � �

0 0 2 2( ), ( ).
Ôóíêöèÿ g t e t f k tt( ) ( ) ( )( )� ��� � 2 2 2 óáûâàåò: íà ïåðâîì ýòàïå ïðîïîðöèîíàëüíî e tt� �� �( 2( )

� � � �� 2 2 2 2 2
0, ( ) ( )( )f k t f k ); íà âòîðîì — óáûâàíèå óñêîðÿåòñÿ, ïîñêîëüêó k t2 ( ) ðàñòåò.

Ôóíêöèÿ D t D k t k t( ) ( ), ( )( )= 0 1 íà ïåðâîì ýòàïå ðàñòåò (k t k k t0 0
0

1( ) , ( )� ðàñòåò), íà âòîðîì —
ðîñò çàìåäëÿåòñÿ (k t0 ( ) ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì k t1( )).

Ôóíêöèè � �f k t f k t0 0 2 2( ) ( )( ) , ( ) íà ïåðâîì ýòàïå ïîñòîÿííû ( ( ) , ( ) )k t k k t k0 0
0

2 2
0� � , íà âòî-

ðîì — óáûâàþò, ïîñêîëüêó k t k t0 2( ), ( ) ðàñòóò.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû a a00 02, íà ïåðâîì ýòàïå óáûâàþò, íà âòîðîì — ðàñ-

òóò, à êîýôôèöèåíòû a a20 22, , íàîáîðîò, ðàñòóò íà ïåðâîì ýòàïå è óáûâàþò íà âòîðîì.
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Ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, íà÷è-
íàÿ ñ � 0

0 0( )t � .
Åñëè � 0 ( )t èçâåñòíî (íàïðèìåð, äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ � 0

0 0( )t � ), òî � 2 ( )t îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

� � ' ' � '
' '

'

2 20 0

22

0

22

0( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )t e g a e
a d a u du

t

� 	
� �	

d g t

t

t

'
1

1� � ( ). (31)

Íàïðîòèâ, åñëè � 2 ( )t èçâåñòíî, òî � 0 ( )t îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

� ' � ' '
' '

'

0 02 2

00

0

00

0

1

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )t e a e d
a d a u du

t

t
t

� 	
� �	

� . (32)

Èç (31) è (32) âèäíî, ÷òî � �0 20 0( ) , ( )t t# # äëÿ t t( [ , ).0 1

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî � 2 ( ) ( )t g t
 . Â ñàìîì äåëå, � 2 1 1( ) ( )t g t� , è ïóñòü òåïåðü â íåêîòîðîé
òî÷êå t t( [ , )0 1 � 2 ( ) ( )t g t
 , òîãäà

g t t t t g t t t g t t o t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )	 	 	 � 	 � � 	 � �) ) ) )� � �2 2 2 .

Èìååì

� 	 � � � 	 � 	
�

� � � � �
�
�

2 20 0 22 2
2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (t g t a t a t g t g t g t
f k

f k
g t)

( )

( )
( )	

�

��
2 2

2 2

.

Ïîñêîëüêó a20 0# , a22 0# , � 
� 2 0 (ñîãëàñíî ðèñ. 3), f k2 2 0� � �( ) (âåäü F K L2 2 2( , ) — íåîêëàññè-
÷åñêàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ), òî � 	 � #� 2 0( ) ( )t g t , ïîýòîìó g t t t t( ) ( )	 	 	 �) )�2 0 äëÿ
ëþáûõ t t( [ , )0 1 .�

Ïðèìåíèì ýòîò æå ïðèåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �0 ( ) ( )t g t� . Äåéñòâèòåëüíî, �0 1 10( ) ( )t g t� � .
Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå t t( [ , ]0 1 g t t( ) ( )#�0 , òîãäà ïðè a00 0�

g t t t t g t t t g t t o t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )	 	 	 � 	 � � 	 � �) ) ) )� � �0 0 0 ,

� 	 � � � � 	
�

	
�

� � � �
�
�

0 00 0 02 2
2

2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t g t a t a t g t g t
f � � �

�
# � � 	

�
	

�

�

�

( )

( )
( )

( )

( )

k

f k
g t a a

f k

f k

2

2 2

00 02
2

2

2 2

2 2

�
�
�

�����

�

�

����
g t( ).

Êàê âèäèì, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîñòè ðàçíîñòè ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ âû-
ïîëíåíèå ïðè a00 0� íåðàâåíñòâà

�
�
� �

�*	 � � �
�

�
����

�

�
���
�

�

�
����

�

�
���( )a a s

s
00 02 0

1

0

2

2

01
�

	 � 	( ) ( )1 0 0 0a f k D � . (33)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè (33) � 0 ( ) ( )t g t� , t t( [ , ]0 1 .�

Ïîñêîëüêó a20 0# , a22 0# , òî a a a a g20 0 22 2 20 22� �� � �( ) , ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

� # � (a a t t20 22 10, [ , ] (34)
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ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ � 2 óáûâàåò íà âñåì îòðåçêå [ , ]0 1t . Óáûâàíèå ôóíêöèè � 2 ( )t íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà, ïîýòîìó âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (34) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì.

Ïîâåäåíèå � 0 ( )t ìîæíî óñòàíîâèòü ëèøü ïðè òî÷íîì çíàíèè ôóíêöèè �2( )t .

Ïîâåäåíèå ïåðåìåííîé � 1

Ïåðåìåííàÿ � 1 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

d

dt
a a a

�
� � �1

10 0 11 1 12 2� � � , �1 1 0( )t � ,

ãäå êîýôôèöèåíòû a a a10 11 12, , íàõîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç (17), ïðè ýòîì a10 0� , a12 0� .

Ýòî óðàâíåíèå ïðè èçâåñòíîì óïðàâëåíèè è èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ � 0 ( )t è � 2 ( )t èìååò ñëå-
äóþùåå ðåøåíèå:

� ' � ' ' � '
' '

1 10 0 12 2

11

0

11

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) (

( )t e a a e
a d a

t

� 	 	
� 	 u du

t

t

d
)

0

1

'

'
�

� . (35)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî � 1 0( )t # ïðè � 0 0( )t # , � 2 0( )t # , t t( [ , )0 1 .
Ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâèè ñ îïòèìàëüíûì ïðàâèëîìk t1( )íåïðåðûâíî ðàñòåò îò íà÷àëüíî-

ãî çíà÷åíèÿ k1
0 äî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ k1

*, òî �f k1 1( ) óáûâàåò (âåäü F K L1 1 1( , ) — íåîêëàññè÷åñêàÿ
ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ), à s t1

* ( ) ðàñòåò íà ýòàïå óñêîðåííîãî ðîñòà îò s1 0( ) äî s t1( � ) è íà
ýòàïå çàìåäëåííîãî ðîñòà îò s t1( � ) äî s1

* , òî êîýôôèöèåíò a t s f k11 1 1 1 11( ) ( ) ( )*� 	 � �� � èçìåíÿåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè 0 1
 
t t� ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì; ïðè t t� �

1, � �t t1 � ðàâåí íóëþ,
ò. å. a t11 1 0( � )� ; ïðè t t# �

1 ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.
Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî � 1( )t óáûâàåò ïðè t t( [ , � ]0 1 . Êðîìå òîãî, � �1 0( ) ( )t t� ,

� �1 2( ) ( )t t� â ëåâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t1, ïîñêîëüêó � � � �1 1 0 1 1 1 2 1( ) ( ), ( ) ( ).t t t t� �
Òàêèì îáðàçîì, íà çàêëþ÷èòåëüíîé ôàçå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ìåæäó ñîïðÿæåííûìè ïå-

ðåìåííûìè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

� � �1 0 2( ) ( ) ( ) ( )t t t g t� � � .

Íà ýòàïå óñêîðåííîãî ðîñòà è íà÷àëüíîé ôàçå ýòàïà çàìåäëåííîãî ðîñòà ñîîòíîøå-
íèÿ ìåæäó ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííûìè ìîãóò ìåíÿòüñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå, íî g t( ) îñòà-
åòñÿ ìàæîðàíòîé ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ � �0 2, íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïåðåõîäíîãî ïðî-
öåññà:

� 0 ( ) ( )t g t� , � 2 ( ) ( )t g t� , t t( ( , )0 1 . (36)

5. Синтез оптимального управляющего правила

Íåäîñòàòî÷íî èíäóñòðèàëüíî ðàçâèòûå ýêîíîìèêè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè îñî-
áåííîñòÿìè â ðàñïðåäåëåíèè òðóäîâûõ è èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ ìåæäó ñåêòîðàìè:

� íåäîñòàòî÷íîå ðåñóðñíîå îáåñïå÷åíèå ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà, ÷òî ÷àñòè÷íî êîì-
ïåíñèðóåòñÿ ðàâåíñòâîì äîëåé òðóäîâûõ è èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ;

� ïåðåèçáûòîê òðóäîâûõ ðåñóðñîâ â ïîòðåáèòåëüñêîì ñåêòîðå âñëåäñòâèå áîëåå áëàãî-
ïðèÿòíûõ óñëîâèé òðóäà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñåêòîðàìè, âûïóñêàþùèìè ñðåäñòâà ïðîèçâîäñòâà;
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� íåäîñòàòîê òðóäîâûõ ðåñóðñîâ â ìàòåðèàëüíîì ñåêòîðå, ÷òî êîìïåíñèðóåòñÿ áîëüøåé
êàïèòàëîåìêîñòüþ (ñîîòâåòñòâåííî, òðåáóþòñÿ áî ´ëüøèå êàïèòàëîâëîæåíèÿ).

Ôîðìàëüíî ýòè îñîáåííîñòè îòðàæàþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

s s s s s s

s

1
0

0
0

1
0

2
0

0
0

2
0

1
0

0
0

1
0

2
0

0
0

2
0

1

� � �

� � �

, , ,

, , ,� � � � � �
0

1
0� � ,

(37)

ïðè÷åì áîëüøèíñòâî íåðàâåíñòâ èìåþò òèï �� èëè ��.
Òàêîå ïåðâîíà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñòàöèîíàð-

íîãî îïòèìàëüíîãî è áóäåò ñìåùàòüñÿ â åãî ñòîðîíó â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíîãî
ïðàâèëà äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ôîðìèðîâàíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëÿþùåãî ïðàâèëà, ïðîâåðÿÿ â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè t âûïîëíåíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (25), (26), (28).

Íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ( )t � 0

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (37), � �0
0

1
0�� , à ðàçëè÷èå ìåæäó �1 0( ) è � 0 0( ) íå òàêîå ñóùåñòâåí-

íîå, òî

� � � �0
0

1 1
0

00 0( ) ( ),�

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (25)

s s1 10 0* ( ) ( )� . (38)

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (37), � �2
0

0
0�� , à ðàçëè÷èå ìåæäó � 0 0( ) è � 2 0( ) íå ñòîëü ñóùåñòâåí-

íîå, òî

� � � �0
0

2 2
0

00 0( ) ( )� (39)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (26)

s s2 20 0* ( ) ( )� . (40)

Åñëè çàìåíèòü â âûðàæåíèè (27) ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå �0 ( )t è �2( )t íà èõ ìàæîðàíòó
g t e f kt( ) ( )� �	
 � 2 2 2 , òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

�
�

� 	
�

		H
e f k D

f k

f k

s
a f kt

�



�
�


2

2 2
2 2

2 2

0

0

2 0 0 01( )
( )

( )
( ) (( ) ( ) ( ) ( )) ( )� � 	 	



�
���

�

�
���

�

�

�
�
�

a f k
s

a f k z2 2 2
2

2

0 0 0 02
01

�

�

�

�
�
�
. (41)

Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t � 0 ñîäåðæèìîå êâàäðàòíîé ñêîáêè îòðèöàòåëüíî, òî
�
�

�

�
� �

�

H

t
� 2 0

0, è ñîãëàñíî îïòèìàëüíîìó ïðàâèëó

� �2 20* ( ) � , (42)

ãäå � 2 — ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå äîëè ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà â ðàñïðåäåëå-
íèè òðóäà, ïðè êîòîðîì óäåëüíîå íåïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå çà ñ÷åò ñîáñòâåííîãî
ïðîèçâîäñòâà óñòàíàâëèâàåòñÿ íà ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîì óðîâíå

c f k� � 2 2 2
0( ). (43)
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Èòàê, îïòèìàëüíîå ïðàâèëî ïî � 2 â íà÷àëüíûé ìîìåíò èìååò âèä (42), åñëè



�

��
�

	 �D
f k

f k

s
a f k a f k0 2 2

0

2 2
0

0
0

0
0 2

0
0 0 0

0
2 2 21

( )

( )
( ) ( ) (( 0 2

0

2
0 0 0 0

0
02
01) ( ) ( ) .) ( )� 	 	

�

�
�
�

�

�
�
�

s
a f k z

�
(44)

Ïîñêîëüêó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàêóïàëèñü çà ðóáåæîì íå òîëüêî ìàøèíû è îáîðó-
äîâàíèå, íî è ïðåäìåòû ïîòðåáëåíèÿ â îáúåìå (äàëåå ýòîò îáúåì ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì)

y
q

q
z2

0 0

2

02
0�

�
,

òî îáùèé ðàçìåð óäåëüíîãî íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ ñîñòàâèò

c y� 2
0 . (45)

Âûñâîáîäèâøèåñÿ òðóäîâûå ðåñóðñû â îòíîñèòåëüíîì îáúåìå � �2
0

2	 (â àáñîëþòíîì
L0

2
0

2( )� �	 ) ïåðåêà÷èâàþòñÿ â ìàòåðèàëüíûé è ôîíäîñîçäàþùèé ñåêòîðû, ïðè ýòîì �1 0*( )
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (10) ïðè k ki i� �0

2 2, ,� � à � � �0 1 20 1 0* *( ) ( ) .� 	 	
Ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå äîëè ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà â ðàñïðåäåëåíèè

èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ

s
k

f k
2

2 2
0

1 1 1
0

0
0

( )
( ) ( )*

�
��

�
(46)

îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ïîääåðæàíèÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòè ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà íà
ñòàöèîíàðíîì óðîâíå, ðàâíîì åå íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ:

k kE
2 2

0� . (47)

Ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå äîëè ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà â ðàñïðåäåëåíèè
èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ ïðè óæå çàäàííîé äîëå s 2 0( ) ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ïîääåðæàíèÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòè ìàòåðèàëüíîãî ñåêòîðà íà ñòàöèî-
íàðíîì óðîâíå, ðàâíîì åå íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ:

k kE
0 0

0� , (48)

òàê ÷òî

s
k

f k
0

0 0
0

1 1 1
0

0
0

0
*

*

*
( )

( )

( ) ( )
�

��
�

, (49)

s s s1 0 20 1 0 0( ) ( ) ( )*� 	 	 . (50)

Èòàê, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ñëó÷àå çàìåòíîãî îòëè÷èÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ
îò îïòèìàëüíîãî ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå ïî âñåì òðåì ñâîáîäíûì óïðàâëÿþùèì ïàðà-
ìåòðàì:

s s s1 1 1
00 0* ( ) ( )� � , s s s2 2 2

00 0* ( ) ( )� � , � � �2 2 2
00* ( ) � � . (51)

Ýòàï óñêîðåííîãî ðîñòà ( � )0 � �t t

Íà ýòàïå óñêîðåííîãî ðîñòà, êîòîðûé íàñòóïèë ïîñëå òðåõ ïåðåêëþ÷åíèé â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè, ñèñòåìà áóäåò íàõîäèòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåîáõîäè-
ìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè òàêîãî æå òèïà, êàê è ïðè t � 0:
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� � � �0 1 1 0( ) ( ) ( ) ( )t t t t# ,

� � � �0 2 2 0( ) ( ) ( )t t t� ,

�
�

�
H

t
� 2

0( ) .

Ïîýòîìó íà ðàññìàòðèâàåìîì ýòàïå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå áóäåò èìåòü âèä

s t s t1 1
* ( ) ( )� , s t s t2 2

* ( ) ( )� , � �2 2
* ( )t � , (52)

ïðè ýòîì â ôîíäîñîçäàþùèé ñåêòîð ïîñòóïàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé îáúåì ðåñóðñîâ, à â
ìàòåðèàëüíûé è ïîòðåáèòåëüñêèé — ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé, ïðè êîòîðîì èõ ôîíäîâîîðó-
æåííîñòü íàõîäèòñÿ íà ïåðâîíà÷àëüíîì óðîâíå

k t k0 0
0( ) � , k t k2 2

0( ) � ,

îòêóäà

s t
k

f k
2

2
0

2

1 1 1

( )
( )

�
� �
�

, s t
k

f k
0

0
0

0

1 1 1

( )
( )

�
� �
�

, s t s t s t1 0 21( ) ( ) ( )� 	 	 , (53)

� �
� �

1 1
2 0 0 0

0
2 2 2 2

0
02
0

0

1 1

1
� �

	 	 	 	
	

( )
( )( ) ( ) ( )

(
t

a f k a f k z

a ) ( ) ( ) ( )f k a b f k0 0
0

1 1 1 1� �
, (54)

� � � �0 0 1 21� � 	 	( )t . (55)

Ôîíäîâîîðóæåííîñòü ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà ðàñòåò óñêîðåííûì îáðàçîì ñîãëàñíî
óðàâíåíèþ

dk

dt
k s t f k1

1 1 1 1 11�	 � �� �* ( )( ) ( ), k k1 1
00( ) � , (56)

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

k t e k s f k e dt

t

1 1
0

1 1

0

1 11( ) ( ) ( ) ( )* ( )� � �
�

�

�����
	 �� �'� ' ' '

�

�

����
. (57)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (54) âèäíî, ÷òî �1( )t ñ ðîñòîì k1 óáûâàåò, ïîýòîìó ñîãëàñíî (55) � 0 ( )t âîç-
ðàñòàåò, ò. å. ïðîèñõîäèò ïåðåëèâ òðóäà èç ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà â ìàòåðèàëüíûé.

Íåñìîòðÿ íà ñîêðàùåíèå äîëè òðóäà ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà, åãî óäåëüíûé âûïóñê áó-
äåò âîçðàñòàòü. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü çà âðåìÿ )t ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (56) ôîíäîâîîðóæåí-
íîñòü ñåêòîðà óâåëè÷èòñÿ íà)k1, òîãäà äîëÿ òðóäà óìåíüøèòñÿ íà âåëè÷èíó

)�
� �

1
2 0 0 0 2 02

0

0 0 0 1

1 1

1
�	

	 	 	 	

	 � �

( )( ) ( )

( ) ( ) ([
a f k c z

a f k a b f k
a b f k k

a b f k k

1 1 1
2 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

) ( )
( ) ( )

( ) ( )

(]
� � �	

� �
)

)�
1 0 0 0 1 1 1 1	 � �a f k a b f k) ( ) ( ) ( )

,

à óäåëüíûé âûïóñê ñåêòîðà ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå

) ) ) )x f k f k k f k k
a b f

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

1� � � � � 	
�

( ) ( ) ( )
( )

� � �
( )

( ) ( ) ( ) ( )

k

a f k a b f k

1

0 0 0 1 1 1 11	 � �

�

�

����

�

�

����
,

êîòîðîå, êàê âèäèì, ïîëîæèòåëüíî.
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Ïîñêîëüêó íà ýòîì ýòàïå ôîíäîâîîðóæåííîñòü ìàòåðèàëüíîãî è ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåê-
òîðîâ íå èçìåíÿåòñÿ, òî ñîãëàñíî (53) s t2 ( ) óáûâàåò, s t0 ( ) îñòàåòñÿ ïðèìåðíî ïîñòîÿííîé, à
s t1( ) ðàñòåò.

Îäíàêî èç ïðèìåðíîãî ïîñòîÿíñòâà s t0 ( ) âûòåêàåò, ÷òî èç s1, s 2 òîëüêî s1 îñòàåòñÿ ñâîáîä-
íûì óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì, òàê êàê

s s s2 0 11� � � ,

ïîýòîìó íåîáõîäèìûå ïðàâèëà îïòèìàëüíîñòè ïî s1, s 2 (25), (26) ïåðåñòàþò äåéñòâîâàòü è çà-
ìåùàþòñÿ íîâûì ïðàâèëîì òîëüêî ïî s1:

s t
s t t t t

s t t t
1

1 2 1 1 2

1 2 1 1

* ( )
( ), ( ) ( ) ( ),

( ), ( ) (
�

�

�

� � � �

� � � ) ( ).� 2 t

�
	




�


(58)

Äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå ñèñòåìû çàâèñèò îò òîãî, êàêîå èç ïåðåêëþ÷åíèé: ïî s1 èëè
ïî � 2 — ïðîèçîéäåò ðàíüøå.

Äîêàæåì, ÷òî ïåðåêëþ÷åíèå ïî s1 ïðîèçîéäåò ðàíüøå. Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íûì

óñëîâèåì îòðèöàòåëüíîñòè
�
�

H

� 2

â ëþáîé ìîìåíò t ýòàïà óñêîðåííîãî ðîñòà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùåå íåðàâåíñòâî (ðàññóæäåíèÿ òàêèå æå, êàê ïðè îáîñíîâàíèè ýòîãî óñëîâèÿ â íà÷àëüíûé
ìîìåíò):


�

��
�

� � �D
f k

f k

s
a f k a f k2 2

0

2 2
0

0

0

2 0 0 0
0

2 2 2
01

( )

( )
( ) ( ) ( )( )

s
a f k z2

2

0 0 0
0

02
01

�
( )( ) ( ) .� �

�

�
�
�

�

�
�
�

(59)

Íåðàâåíñòâî (59) íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ýòàïà áóäåò òîëüêî óñèëèâàòüñÿ, ïîñêîëüêó
k 0

0 � const, k 2
0 � const, à

D k

a b a
f k

f k

( )

( )
( )

( )

1
1

1 1 0
0 0

0

1 1

1

1

�
�

� � �

�

ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì óáûâàåò ñîäåðæèìîå êâàäðàòíîé ñêîáêè (âåäü � 0 ( )t ìåäëåííî ðàñòåò,
s t2 ( ) ìåäëåííî óáûâàåò, s t0 ( ) � const, � 2 � const).�

Ýòàï çàìåäëåííîãî ðîñòà (� )t t t� � 1

Íà ýòàïå çàìåäëåííîãî ðîñòà ïðîèñõîäèò ïîäòÿãèâàíèå «òûëîâ»: ìàòåðèàëüíûé è ïîòðå-
áèòåëüñêèé ñåêòîðû ïîñëå ñòàáèëèçàöèè ïîëó÷àþò ðàçâèòèå, à ôîíäîâîîðóæåííîñòü ôîí-
äîñîçäàþùåãî ñåêòîðà «äîòÿãèâàåòñÿ» äî îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ.

Ýòàï íàñòóïàåò ïîñëå ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ ïî s1, îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèåì

� � � �2 1 1 2( �) ( �) ( �)t t t� , (60)

è çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðåõîäîì ñèñòåìû â îïòèìàëüíîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå â ìîìåíò t1.
Ðàâåíñòâî (60) îáÿçàòåëüíî äîñòèæèìî, ïîñêîëüêó � �1 2, — íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è
� 1 1 0( )t � , � 2 1 0( )t � .

«Äîòÿãèâàíèå» ôîíäîâîîðóæåííîñòè ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà îò äîñòèãíóòîãî íà íà-
÷àëî ýòàïà óðîâíÿ � ( � )k k t1 1� îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ñëåäóþùåãî âûáîðà óïðàâëåíèÿ:

28
Макроэкономика �

О
п

ти
м

ал
ьн

ы
й

сб
ал

ан
си

р
о

ва
н

н
ы

й
р

о
ст

о
тк

р
ы

то
й

тр
ех

се
кт

о
р

н
о

й
эк

о
н

о
м

и
ки



s t s t
k t

f k
t1 1

1

1 1 1

1
1

1* ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( )� �

�
�

�
�

- , -1 1 0( )t � , -1 0( )t # , t t t( [ �, )1 . (61)

Òîãäà óðàâíåíèå (56) ïðèîáðåòàåò âèä

dk

dt
k1

1 1 1� � - , k t k1 1( �) �� , � *k k1 1�

è èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

k t k e
d

t

t

1 1

1

( ) �
( )

��
�� - ' '

,

k t k e k
d

t

t

1 1 1 1

1

1

( ) �
( )

� *� �
�� - ' '

,

îòêóäà

- ' '
�

1
1

1

1
1

( ) ln
�

�

*

d
k

k
t

t

� � . (62)

Òî÷íî òàê æå îñóùåñòâëÿåòñÿ «äîòÿãèâàíèå» ôîíäîâîîðóæåííîñòè ïîòðåáèòåëüñêîãî
ñåêòîðà îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ k 2

0 , êîòîðîå ñîõðàíÿëîñü íà âñåì ïðîòÿæåíèè ýòàïà óñêî-
ðåííîãî ðîñòà, äî îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ k 2

* :

s t
k

f k
t2

2 2

1 1 1 1

2
1

1* ( )
( ) ( )

( )( )�
�

�
� �
� �

- . (63)

Àíàëîãè÷íî (62) íàõîäèì

- ' '
�

2
2

2
0

1
1

( ) ln
*

�

d
k

k
t

t

�� . (64)

Ôóíêöèè -1( )t , - 2 ( )t ïðèáëèæåííî ìîæíî âûáðàòü ëèíåéíûìè:

-
-

i

i
t

t t t

t t
( )

( ) ( �)

�
�

	

	
1

1

, i �1 2, ,

ãäå -
�i

i

i

t
t t

k

k
( � )

( � )
ln

�

*

�
	

2

1

, �k k2 2
0� .

Äîëÿ ìàòåðèàëüíîãî ñåêòîðà â ðàñïðåäåëåíèè èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ îïðåäåëÿåòñÿ
ïî «îñòàòî÷íîìó» ïðèíöèïó:

s t s t s t0 1 21* * *( ) ( ) ( )� 	 	 .

Ïîêà íå ïðîèçîøëî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïî � 2 , ðàñïðåäåëåíèå òðóäà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

� �2 2

2 2

* ( ) ( )
( )

t t
c

f k
� � ,

�
� �

1
2 0 0 0 2 2 2 2 02

0

0 0

1 1

1
* ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) (
t

a f k a f k z

a f
�

	 	 	 	
	 k a b f k0 1 1 1 1) ( ) ( )� �

,

� � �0 1 21* * *( ) ( ) ( )t t t� 	 	 .
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Íà ýòîì ýòàïå � 2
* ( )t óáûâàåò, �1

* ( )t ðàñòåò, îòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå â
�

�

H

� 2

, ñîãëàñíî (27),

íà÷èíàåò áûñòðî óáûâàòü, ïîñêîëüêó �f k2 2( ) óáûâàåò ñ ðîñòîì k 2 (ýòî îñîáåííî âèäíî èç ïîâå-
äåíèÿ ìàæîðàíòû (41)). Ïðè t t� 1

�

�

�

�
� � �

�

�
�

�H
e f k

f k

a f k
t t

t

�
	


	

2

2 2
1 1 1

0 0
1

1
1

1
( )

( ) ( )

( ) (
*

*

0 1 1 1 1

2

2

0 0 0 02
01 1

* *

*

*

*

) ( ) ( )
( ) ( )( )

� �
� � ��

a b f k

s
a f k z e t

�

	 f k2 2 0( ) ,* �

ïîýòîìó âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè
�

�

H

� 2

�

�

�

�
� �

�

H

t t
� 2

0
~

, � ~t t t� � 1. (65)

Òàêèì îáðàçîì, íà çàêëþ÷èòåëüíîé ôàçå ýòàïà çàìåäëåííîãî ðîñòà (ïðè t t�
~) äîëÿ � 2

äîëæíà ïðèíÿòü ñâîå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå

� 2

2 2

*
*

( )
( )

t
c

f k
� ,

êîòîðîå ïðè t t� 1 äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ

� �2 1 2

2 2

* *
*

*
( )

( )
t

c

f k
� � ,

ò. å. íà çàêëþ÷èòåëüíîé ôàçå ýòàïà çàìåäëåííîãî ðîñòà âíóòðåííåå óäåëüíîå íåïðîèçâîä-
ñòâåííîå ïîòðåáëåíèå ïîääåðæèâàåòñÿ íà óðîâíå c * .

Îñòàëüíûå äîëè ðàñïðåäåëåíèÿ òðóäà òàêîâû:

�
� �

1
2 0 0 0 2 2 2 2 02

01 1

1
*

* *

( )
( ) ( ) ( ) ( )

(

( )
t

t a f k a f k z

a
�

� � � �

� 0 0 0 1 1 1 1) ( ) ( ) ( )f k a b f k� �
,

� � �0 1 21* * *( ) ( ) ( )t t t� � � .

Çàìå÷àíèå. Ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà èñïîëüçîâàëèñü îãðàíè÷åíèÿ (33), (44) íà ïàðàìåòð

äèñêîíòèðîâàíèÿ

	
�

� �
�

� � � � � � � �
�

�

���( ) ( ) ( ) ( )a a D a f k
s s

00 02 0 0 0
0

0

0 1
2

2

01
�

�

�

����
� �� 	1,

	
�

��
�

� �D
f k

f k

s
a f k a f k0 2 2

0

2 2
0

0
0

0
0 2

0
0 0 0

0
2 2 21

( )

( )
( ) ( ) (( 0 2

0

2
0 0 0 0

0
02
0

2
01) ( ) ( ) .) ( )� � �

�

�
�
�

�

�
�
�
�

s
a f k z

�
	

Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå — äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà �0 10( ) ( ), [ , ]t g t t t� � , âòî-

ðîå — äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ âûïîëíåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ïî ïàðàìåòðó �2 (ñ �2
0 íà

�2). Îáà ýòè óñëîâèÿ ìîãóò áûòü îñëàáëåíû, åñëè èñïîëüçîâàòü òî÷íîå ðåøåíèå ( , )� �0 2 ñèñòåìû (29).

Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ñîñòîÿòåëüíîñòè âûâîäîâ, ïîëó÷åííûõ áåç èñïîëüçîâàíèÿ
òî÷íîãî ðåøåíèÿ, íàäî äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ (33), (44) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ïðèâîäÿò ê íåïóñòîìó ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ïàðàìåòðà	, èíûìè ñëîâàìè, äîëæíî âûïîëíÿòü-
ñÿ íåðàâåíñòâî 	 	1

0
2
0� .
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Èìååì

� � �
�

�2
0

1
0 0 0

0

0
0 2

0
0

0 0
0

2 2
0 21	 � � 	 �

�

�
����

D
s

a
f k

f k
a( )

( )

( )

�

�
���
� 	 � 	 �

�

�
�
�

�

�
�
�
�f k a f k2 2

0
0
0

1
0

0 0 0
01( ) ( )( ) ( )� �

�
	 	 � 	 	D

s a f k z

f k
f k a0 2

0

2
0

0 0 0
0

02
0

2 2
0 2 2

0
0
01

1
�

�
( ) ( )

( )
( ) ( 0 0 0

0) ( ) .��

�
�
�

�

�
�
�

f k

Äëÿ ñòðàí ñ ðàçâèòûìè ñûðüåâûìè îòðàñëÿìè, íî íåäîñòàòî÷íî ðàçâèòûìè îáðàáàòûâàþ-
ùèìè îòðàñëÿìè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

f k f k f k f k0 0
0

2 2
0

0 0
0

2 2
0( ) ( ), ( ) ( ).# � � �

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî ñîäåðæèìîå ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòíûõ ñêîáîê â âûðà-
æåíèè � �2

0
1
0	 ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó � �2

0
1
0# .�

Èòàê, â ðåçóëüòàòå ñèíòåçà ïîëó÷èëîñü îïòèìàëüíîå ïðàâèëî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ýòàïîâ.
Íà ï å ð â î ì ýòàïå — óñêîðåííîãî ðîñòà — ìàêñèìàëüíî áûñòðûìè òåìïàìè ðàçâèâàåòñÿ
ôîíäîñîçäàþùèé ñåêòîð ïðè ôèêñèðîâàííîé ôîíäîâîîðóæåííîñòè ìàòåðèàëüíîãî è ïî-
òðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðîâ. Ìîìåíò �t ïåðåêëþ÷åíèÿ ïî s1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ (60), ïîñëå
÷åãî íà÷èíàåòñÿ â ò î ð î é ýòàï — çàìåäëåííîãî ðîñòà, íà êîòîðîì ôîíäîâîîðóæåííîñòü
êàæäîãî ñåêòîðà «äîòÿãèâàåòñÿ» äî îïòèìàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî óðîâíÿk k k0 1 2

* * *, , . Ìîìåíò~
t

ïåðåêëþ÷åíèÿ ïî � 2 íàõîäèòñÿ ïî óñëîâèþ (65). Ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îïòèìàëüíîãî ïåðåõîä-
íîãî ïðîöåññà — ìîìåíò äîñòèæåíèÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòüþ ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà
îïòèìàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ k1

* (ôîíäîâîîðóæåííîñòü äðóãèõ ñåêòîðîâ â ýòîò ìî-
ìåíò òàêæå äîñòèãàåò ñâîèõ îïòèìàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé):

k t k1 1 1
* *( ) � ,

ãäå k1
* — ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ k1 ïðè s s1 1� *

	 � � �� �k s f k1 1 1 1 11 0* * *( ) ( ) .

Íà ðèñ. 1–3 ïîêàçàíî ñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà ïî óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðàì
s s1 2 2, , � , à íà ðèñ. 4 — èçìåíåíèå âî âðåìåíè óäåëüíîãî íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëå-
íèÿ.

Êàê âèäíî èç îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà, îïòèìàëüíûé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ïðèâåë ê ðîñòó
ôîíäîâîîðóæåííîñòè âñåõ ñåêòîðîâ ïðè ãàðìîíè÷íîì ðàñïðåäåëåíèè òðóäîâûõ è èíâåñòè-
öèîííûõ ðåñóðñîâ ìåæäó íèìè. Îñîáåííî ýòî ïðîÿâèëîñü â ñîêðàùåíèè ÷ðåçìåðíîé äîëè
òðóäà ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà, óäåëüíûé âûïóñê êîòîðîãî, íåñìîòðÿ íà ýòî, çàìåòíî âîç-
ðîñ çà ñ÷åò ðîñòà ôîíäîâîîðóæåííîñòè. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äèíàìèêà óäåëüíîãî
ïîòðåáëåíèÿ òî÷íî òàêàÿ, êàê è â ñëó÷àå îäíîñåêòîðíîé ìîäåëè.

Ñîãëàñíî ðèñ. 4 ìàêñèìóì äèñêîíòèðîâàííîãî óäåëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ ðàâåí

max ( ) ( ) ( )* * ~ ~ *( )� �� � �e t f k t dt e c e ct t t	 	 	


� 	 �� 2 2 2 1

0

1 ,

ãäå ~
t — ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ïî � 2 .
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Ðèñ. 1. Îïòèìàëüíîå ïðàâèëî ïî s1

Ðèñ. 2. Îïòèìàëüíîå ïðàâèëî ïî s 2

Ðèñ. 3. Îïòèìàëüíîå ïðàâèëî ïî � 2



Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà ïðèíöèïèàëüíî íå èçìåíèò-
ñÿ, åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ y 2 � const è ââåñòè îãðàíè÷åíèå íà ïîòðåáèòåëüñêóþ áåçî-
ïàñíîñòü â ôîðìå ðàâåíñòâà y x2 2 2� � .

6. Решение стационарной задачи

Â îáùåì âèäå (20) ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó ïîêà íå óäàëîñü ðåøèòü. Íèæå ïðèâîäèòñÿ åå ðå-
øåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè ñåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Êîá-
áà–Äóãëàñà

F K L A K L ii i i i i i
i i( , ) , , , ,� ��� �1 0 1 2

òîãäà
f k A k ii i i i

i( ) , , , .� �� 0 1 2

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòàöèîíàðíîñòü ôîíäîâîîðóæåííîñòè ñåêòîðîâ

k
A s

s ii

E i

i

�
��

�
	
		




�

�
��

�
�

�( )
, , ,

1
0 1 21 1

1

1

1 1

1

11
1

�

 �
�

�
� ,

ñòàöèîíàðíûå óäåëüíûå âûïóñêè ñåêòîðîâ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

x f k B s s

x f k

E

0 0 0 0 0 0 0
1

1 1
1

1 1 1 1

0 0 0

0 1

1� �

�

� �� � �

�

� � �

� �

�( ) ,

( E

E

B s

x f k B s s

) ,

( )

�

� �

�

�

1 1 1
1

2 2 2 2 2 2 2
1

1 1

1

1

2 2 2

2

�

� � �

�

�

� � �

� �1

11�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�

� ,

(66)

ãäå

B A
A

ii i

i

�
��

�
	
		




�

�
��

�
�( )

, , , .
1

0 1 21 1
1 1�



�

�

(67)
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Ðèñ. 4. Äèíàìèêà óäåëüíîãî íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ
çà ñ÷åò îòå÷åñòâåííîãî ïðîèçâîäñòâà



Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ôóíêöèé Êîááà–Äóãëàñà ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

B s s2 2 2
1

1 1
12 2 2

2 1

1� � �

� �

�� �� � � max, (68)

� � � �0 1 2 1 0� � � �, ,i (69)

s s s s i0 1 2 1 0� � � �, , (70)

( ) ( )1 0 0 0 0
1

1 1
1

1 1 1 1 1
10 0 0

0 1

1

1

� � �� � �
a B s s a b B s

� � �

� �

�

�

� � � � � � �

� �

�� �1 2 2 2

2 1

1
2 2 2 2

1
1 1

1
02
0� �� �

a B s s z . (71)

Òàê ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì (çà èñ-
êëþ÷åíèåì óñëîâèé � i is� �0 0, ). Òðóäîâîé è èíâåñòèöèîííûé áàëàíñû (69), (70) áóäåì ó÷è-
òûâàòü íàïðÿìóþ (� �1 2 1 2, , ,s s — âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå), à ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ (71)
âêëþ÷èì â ôóíêöèþ Ëàíãðàíæà

L x a x a b x a x z� � � � � � �2 0 0 1 1 1 2 2 02
01

~
( ) ( ) ,[ ]

ãäå ïîä x x x0 1 2, , ïîíèìàþòñÿ èõ âûðàæåíèÿ (66), à

� � �0 1 2 0 1 21 1� � � � � �, .s s s

Èìååì

�

�
�

�
�

�

�
	
	




�
�
�� � � �

L

s s
a x a x

1

1

1 1

2 2 2 0 0 0
1

1
1 1

� 

� 
� �

~

( ) ~ ( )
1

01

1

1

0

1 1 1

1

��

�
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�
�
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�
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�

�
�
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�
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�

s

s
a b x

L

( ) ,

~

1

2 2 2 0 0 0
1

0

0

1
1 1~ ( ) ( )


� �

�

�
��

�

�
	
	




�
�
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�

�

	
		




�

�
a x a x �

�� �
�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�
� �

�
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�
�
��

( ) ,

~
~

a b x

L

s
a

x

1 1 1

2

2
2 2

0

1




�

s
a

x

s

L
a

2

0
0 0

0

2

2

1 0

1

� �
�

�
�
�

�

�
�
�
�

�

�
� �

�

�
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�
��

( ) ,

~
~ (
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�



1 1 1 02

2

2

0 0
0

0

� � � �
�

�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�

�
�

�
) ( )( ) .

x
a

x

�
�
�
�
�
�
�
�
��

(72)

Èç òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé (72) ïîëó÷èì

1 10

0

0

0

2

2

2

2

�
�

��

� �

�

� �

s s
. (73)

Íàéäÿ ( )a b x1 1 1� èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé (72) è ïðèðàâíÿâ äðóã äðóãó íàéäåííûå
âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì

1 11

1

1

1

0

0

0

0

�
�

��

� �

�

� �

s s
. (74)

Òàêèì îáðàçîì, íà òðàåêòîðèè îïòèìàëüíîãî ðîñòà â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ( , )� s äîëæíû áûòü ðàâíû îòíîøåíèÿ ñêîððåêòèðîâàííûõ äîëåé ñåêòîðîâ â ðàñïðåäå-
ëåíèè ðåñóðñîâ:

s s s0 0

0 0

1 1

1 1

2 2

2 21 1 1

�

� �

�

� �

�

� �( ) ( ) ( )
,

�
�

�
�

�

ãäå ïîä ñêîððåêòèðîâàííîé äîëåé ðåñóðñà ïîíèìàåòñÿ îòíîøåíèå ýòîé äîëè ê ýëàñòè÷íî-
ñòè ðåñóðñà.
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Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (73), (74) â óðàâíåíèÿ èíâåñòèöèîííîãî (70) è ìàòåðèàëüíîãî
(71) áàëàíñîâ:

� � � � �( ) ,1 01 1
1

0

1 0
1

2

1 2s s s�
�

�
�

�

�
� (75)

( ) ( )1 0 0 0 1
1

1 1 1 1 1
1

2 2 2 1
1

0

1

1

1

2

� � � �� �
a D s a b B s a D s� � �

�

�

�

�

�

� ��1
02
0z , (76)

ãäå

�
�

�

�

�

�

i

i

i

i

i

ii D B i

i

�
�

� �
�

�

	
		




�

�
�
� �

1
0 1 2 0 21, , , ; , , . (77)

Ïðèñîåäèíèâ ê óðàâíåíèÿì (75), (76) óðàâíåíèå òðóäîâîãî áàëàíñà (69), ïîëó÷èì ñèñòåìó
èç òðåõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî � � �0 1 2, , . Ðàçðåøèì (69), (75) îò-
íîñèòåëüíî � �0 1, :

�

�

�
�

�

�

0

1
1

2

1 2

1

0

1 1 1

1 1

�
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�

�
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�

s s

	
		




�

�
�
�

�
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�
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�

�
�
�

� �
�

�

s1

1

1

0

1

2

1

0

2

1

0

1 1

,

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�
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�
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�
�
�
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�
�
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�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

s

s

1

1.

(78)

Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â (76):

( )1

1 1 1

1 1
0 0

1
1

2

1 2

�

� � � �
�

�
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�

�
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0
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�� �
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�
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2

1

0

1

1

1

1
2 2 2 1

1

1 1

1

2

s

s a D s 1
02
0� z

è ðàçðåøèì ïîëó÷åííîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî � 2 :

�

�

�

�

� �

2 1

0 0 1 1
1

1 1 1
1

0

1

1

11 1
0

1 1

( )

( ) ( ) ( )

s

a D s s a b B s
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� � � �� � � � �
�
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a D
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0 1

0
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1 1

1 1 1
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2

1 1
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1 1 1
1

2

1

0

0

1
�

�

	
		




�

�
�
�

�

�

	
	
	




�

�
�
� � � ��

s s a b B
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�
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��
s a D s1

1

1
2 2

1

0

1
1 1 1� �

�
�
�

�
s1

1
2

1

�

�

. (79)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè âûðàæåíèå äëÿ êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè êàê ôóíêöèè òîëüêî s1:

�

�

�
2 1 1

1
2

1( ) max.s s
� �

Òðàåêòîðèÿ ( ( ), )� 2 1 1s s â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ( , , , , , )� � �0 1 2 0 1 2s s s ÿâëÿåò-
ñÿ òðàåêòîðèåé îïòèìàëüíîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà. Îäíàêî ïðîäâèãàòüñÿ ïî íåé

âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè �

�

�
2 1 1

1
2

1( )s s � íåöåëåñîîáðàçíî,
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ïîñêîëüêó ýòî ñâÿçàíî ñî âñå áîëüøèìè çàòðàòàìè ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà íà ïðîèçâîäñòâî
äîïîëíèòåëüíîãî ðóáëÿ ïðåäìåòîâ ïîòðåáëåíèÿ. Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ñ ìîäåëüþ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ îïèñàíû â ïîñëåäíåì ðàçäåëå, áûëî ïðèíÿòî, ÷òî äâèæå-

íèå ïðåêðàùàåòñÿ ïðè
�

� �

x

x x

2

0 1

0 5
�

� , , ò. å. óâåëè÷åíèå ïðîèçâîäñòâà ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà

íà 1 ðóá. ïðèâîäèò ê ðîñòó ïðîèçâîäñòâà ïðåäìåòîâ ïîòðåáëåíèÿ íà 0,5 ðóá.

7. Ретроспективный сценарий возможного развития экономики России

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ê èññëåäîâàíèþ âîçìîæíîãî ïóòè ðàç-
âèòèÿ ýêîíîìèêè Ðîññèè ñ 1991 ãîäà äî äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ. Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âûïîëíÿåìûõ ðàñ÷åòîâ â ñêîáêàõ ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ôîðìóëû.

Íà îñíîâå äàííûõ2 çà 1960–1991 ãîäû (â öåíàõ 1983 ãîäà) áûëè íàéäåíû ñëåäóþùèå ïðî-
èçâîäñòâåííûå ôóíêöèè ñåêòîðîâ ( ( ) )f k A ki i i i

i� � :

X K L f k k

X K

0 0
0 46

0
0 54

0 0 0
0 46

1 1
0 6

6 19 6 19

135

� �

�

, , ( ) , ,

,

, , ,

, 8
1
0 32

1 1 1
0 68

2 2
0 49

2
0 51

2

135

2 71

L f k k

X K L f k

, ,

, ,

, ( ) , ,

, , (

�

� 2 2
0 492 71) , .,�

�

�

�
�
��

	

�
�
��k

(80)

Â ðåçóëüòàòå àãðåãèðîâàíèÿ ìåæîòðàñëåâûõ áàëàíñîâ çà 1985–1987 ãîäû áûëè îïðåäåëå-
íû ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò ïî ñåêòîðàì (ðóá. ìàòåðèàëîâ íà
1 ðóá. ïðîäóêöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåêòîðà â öåíàõ 1983 ãîäà):

a a a0 1 20 39 0 29 0 52� � �, ; , ; , .

Ðàñ÷åò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé

Ôàêòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòè ñåêòîðîâ çà 1990 ãîä áûëè òàêèìè (òûñ. ðóá.
â öåíàõ 1983 ãîäà íà îäíîãî çàíÿòîãî):

k k k0
0

1
0

2
048 7 16 6 9 4� � �, ; , ; , . (81)

Â 1989–1990 ãîäû ýêîíîìèêà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè õàðàêòåðèçîâàëàñü ñëåäóþùèìè ôàê-
òè÷åñêèìè äîëÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ òðóäîâûõ è èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ ìåæäó ñåêòîðàìè:


 
 
0
0

1
0

2
0

0
0

1
0

0 22 0 16 0 62 1990

0 47 0

� � �

� �

, ; , ; , ( );

, ;

ãîä

s s , ; , ( ).14 0 39 19892
0s �

�
�
��

	
��ãîä

(82)

Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè (80), íàéäåì ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ îòðàñëåâîé
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà ñåêòîðîâ ( ( ) ( ) )f k A ki i i i

i0 0� � :

f k f k f k0 0
0

1 1
0

2 2
037 0 36 4 9 1 10 6 8 1 7( ) , ( , ), ( ) , ( , ), ( ) , (� � � , )7 (83)

(â ñêîáêàõ ïðèâåäåíû ôàêòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòðàñëåâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà).
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2 Ñáîð äàííûõ, èõ ïåðåñ÷åò â ñîïîñòàâèìûå öåíû, ðàñ÷åò ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé Êîááà–Äóãëàñà ñåêòî-
ðîâ, àãðåãàöèþ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà Ðîññèè âûïîëíèëà â 1999–2000 ãîäû Ë. À. Êîíñòàíòèíîâà, äîö. êàôåäðû
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÃÓÓ.



Êàê âèäèì, ðàñ÷åòíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìàòåðèàëüíîãî è ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðîâ
îêàçàëàñü íåñêîëüêî âûøå, ÷åì ôàêòè÷åñêàÿ, à ðàñ÷åòíûé ïîêàçàòåëü ôîíäîñîçäàþùåãî
ñåêòîðà — íèæå ôàêòè÷åñêîãî.

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ óäåëüíûõ âûïóñêîâ ñåêòîðîâ ( ( ))x f ki i i i

0 0 0� 
 íàéäåì, èñïîëüçóÿ
ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîå ôàêòè÷åñêîé è ðàñ÷åòíîé îòðàñëåâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñåêòî-
ðîâ:

x x x0
0

1
0

2
08 07 158 4 9� � �, ; , ; , . (84)

Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ, ïîëó÷èì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óäåëüíîãî
ýêñïîðòà ìàòåðèàëîâ ( ( ) )z a x a x a x0

0
0 0

0
1 1

0
2 2

01� � � � :

z 0
0 191� , .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â 80-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà âûðó÷êà îò ýêñïîðòà ìàòåðèàëîâ ðàñïðåäåëÿ-
ëàñü â ïðîïîðöèè 2:3 íà èìïîðò èíâåñòèöèîííûõ è ïîòðåáèòåëüñêèõ òîâàðîâ, ïîëó÷èì

z z01
0

02
00 76 115� �, ; , . (85)

Ïðèìåì, ÷òî â ýòî âðåìÿ ñîîòíîøåíèå ìèðîâûõ öåí íà èìïîðòíûå èíâåñòèöèîííûå òîâà-
ðû è ýêñïîðòèðóåìûå ìàòåðèàëû áûëî ïðèìåðíî òàêèì æå, êàê è ñåé÷àñ:

q

q

1

0

0 5
�

� ,

(ò. å. íà 1 ðóá. ìàòåðèàëîâ ìîæíî áûëî êóïèòü íà 2 ðóá. ìàøèí è îáîðóäîâàíèÿ). Òîãäà íà÷àëü-

íûé óäåëüíûé èìïîðò èíâåñòèöèîííûõ òîâàðîâ ñîñòàâèò y
q

q
z1

0 0

1

01
0�

�



�
��

�

�

�
�
��

y 1
0 152� , , (86)

ïîýòîìó íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà êâîòèðîâàíèÿ � 1
0 1

0

1
0

�
�



�
��

�

�

�
�
�

y

x
áóäåò ðàâíî � 1

0 0 96� , .

Íà÷àëüíûå ïåðåêëþ÷åíèÿ

â ñîîòâåòñòâèè ñ îïòèìàëüíûì óïðàâëÿþùèì ïðàâèëîì

Áîëüøàÿ îòêðûòîñòü ýêîíîìèêè îòíîñèòåëüíî èìïîðòà èíâåñòèöèîííûõ òîâàðîâ
( , )� 1

0 0 96� ñëèøêîì ðèñêîâàííà, ïîýòîìó âûáåðåì êîýôôèöèåíò êâîòèðîâàíèÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñî ñòàíäàðòîì ÅÑ (ïîñòàâêà îò ðèñêîâàííîãî ïîñòàâùèêà íå äîëæíà ïðåâûøàòü òðåòè
ïîòðåáíîñòè):

� 1 0 5� , ,

îòñþäà b
q

q1 1
1

0

0 25� �
�

� , .

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (44) ðàâíà 1,3, ïîýòîìó ýòî íåðà-
âåíñòâî âûïîëíåíî ïðè � � 1 3, . Äàëåå ïðèìåì, ÷òî êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ ðàâåí 1,
ïîýòîìó 
 
2 20* ( ) � , è 
 2 áóäåò óäåðæèâàòüñÿ íà ýòîì óðîâíå âïëîòü äî ìîìåíòà ~

t .
Çíà÷åíèå 
 
2 20* ( ) � îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ ñîêðàùåíèÿ óäåëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ íà 8%

( , )c x� 0 92 2
0

79 4 62, ,
 � ,

îòêóäà 
 2 0 58� , .
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Çíà÷åíèÿ � 0 0* ( ), �1 0* ( ) îïðåäåëÿåì èç òðóäîâîãî è ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñîâ

� �

� �

0 1

0 0 0
0

0 1 1 1 1
0

1 2

0 42

1 0 5

� �

� � � � �

, ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,a f k a b f k a 8 2 2
0

02
0f k z( ) ,�

�
�
		


		

îòêóäà � 0 0 0 21* ( ) ,� , �1 0 0 21* ( ) , .�
Ïîñêîëüêó � � �2

0
0
0

1
0�� �� , òî � � � �0

0
1 1

0
00 0( ) ( )� , � � � �2

0
0 0

0
20 0( ) ( )� , ïîýòîìó s s1 10 0* ( ) ( )� ,

s s2 20 0* ( ) ( )� . Íàéäåì íèæíèå çíà÷åíèÿ s 0 0( ), s 2 0( ):

s s
k

f k
0 0

0 0
0

1 1 1 1
0

0 0
0

1 0
0 164*

*

*
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
,� �

�
�

�

� �
,

s s
k

f k
2 2

2 2
0

1 1 1 1
0

0 0
0

1 0
0 087*

*

*
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
,� �

�
�

�

� �
,

îòêóäà s s s1 0 20 1 0 0 0 749* * *( ) ( ) ( ) ,� � � � .
Äàëåå íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ýòàïà óñêîðåííîãî ðîñòà äîëÿ ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà

â ðàñïðåäåëåíèè èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ áóäåò ìåäëåííî âîçðàñòàòü. Òàêèì îáðàçîì, íà
ýòîì ýòàïå ñåêòîð áóäåò ïîëó÷àòü «ëüâèíóþ» äîëþ èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ( ( ) , )*s t1 0 749� .

Ðàñ÷åò îïòèìàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé

Ïðåæäå âñåãî ïî ôîðìóëàì (67) ïðè  � 0 05, (íîðìàòèâ Ìèíýêîíîìðàçâèòèÿ) è ïî êîýô-
ôèöèåíòàì ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé (80), à òàêæå ïî ôîðìóëàì (77) íàõîäèì

B 0 1266� ; B 1 3471� ; B 2 773� ;

� 0 117� , ; �1 0 47� , ; � 2 104� , ;
�

�
1

0

0 4� , ;
�

�

�

�
1

2

1

0

0 05� � , ;
�

�
1

2

0 45� , ;

D 0 831� ;
�

�

�

�
1

2

1

0

1 1 1 94�
�

�

����

�

�

����
� �( )a b B ; D 2 523� ;

( )1 5070 0� �a D ;
�

�
1

0

1 1 1 750( )a b B� � ; a D2 2 272� ;

�

�
0

11
1 44

�
� , ;

�

�
1

11
2 13

�
� , ;

�

�
2

11
153

�
� , .

Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â âûðàæåíèå (79):

� 2 1
1 1

1 44
1
3 13

1507 1 750 115 1 0 6

507
( )

( ) , ( , )

(

, ,

s
s s s s

�
� � � �

1 0 55 94 272 1 0 61 1
1 44

1
3 13

1 1
1 53� � � �, ) ( , ), , ,s s s s s

, (87)

çàòåì ïî ôîðìóëàì (78) îïðåäåëèì � 0 1( )s , �1 1( )s .
Ïðè êàæäîì s1 çíà÷åíèÿ óäåëüíûõ âûïóñêîâ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

x s D s s s s

x s B

0 1 0 0 1 1
1

0 1 1
1 44

1 1 1

0

1 831( ) ( ) ( ) ,

( )

,� �

�

�� �

�

�

�

1 1 1
1

1 1 1
2 13

2 1 2 2 1 1

1

1

2

3471( ) ( ) ,

( ) ( )

,s s s s

x s D s s

�

�

�

�

�

� �

� 1
2 1 1

1 531 523� �

�

�

								




								

� � ( ) .,s s

(88)
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Ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëàì (87), (88) äàëè ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1.
Òàáëèöà 1

Ðàñ÷åòíûå ñòàöèîíàðíûå óäåëüíûå âûïóñêè ñåêòîðîâ (òûñ. ðóá./÷åë. â öåíàõ 1983 ãîäà)

è äîëè ñåêòîðîâ â ðàñïðåäåëåíèè òðóäà â çàâèñèìîñòè îò s1

s1 �0 1( )s x s0 1( ) �1 1( )s x s1 1( ) �2 1( )s x s2 1( )
x

x x

2

0 1
�

�
� �

x

x x

2

0 1�

0,14 0,359 17,57 0,066 3,51 0,575 14,86 0,705 —

0,16 0,372 22,07 0,076 4,04 0,552 17,49 0,670 0,523

0,18 0,374 26,29 0,086 7,79 0,540 20,48 0,601 0,375

0,20 0,383 31,35 0,097 11,01 0,520 23,17 0,547 0,325

0,32 — — — — 0,362 33,37 — —

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ðàñ÷åòíûé óäåëüíûé âûïóñê ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà ðàñòåò,
äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà ïðè s1 0 32� , . Îäíàêî ýòîò ðîñò äàåòñÿ âñå áîëåå äîðîãîé öåíîé: óâåëè-
÷åíèå âûïóñêà ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà íà 1 ðóá. ñîïðîâîæäàåòñÿ âñå ìåíüøèì ðîñòîì âûïóñ-
êà ïðåäìåòîâ ïîòðåáëåíèÿ3. Åñëè âçÿòü çà íèæíþþ ãðàíèöó ïðèðîñòà ïðåäìåòîâ ïîòðåáëå-
íèÿ 0,5 ðóá. íà 1 ðóá. ðîñòà ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà, òî s1 0 16* ,� . Êàê âèäèì, îòëè÷èå îò íà÷àëü-
íîãî çíà÷åíèÿ s1

0 0 14� , íåáîëüøîå.
Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïîëíûé ïåðå÷åíü îïòèìàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

è ïåðåìåííûõ (â ñêîáêàõ óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ):

� � � � � �0 0
0

1 1
0

2 2
00 37 0 22 0 08 0 16 0 55* * *, ( , ), , ( , ), , (� � � � � �

� � � � �

0 62

0 32 0 47 0 16 0 14 00 0
0

1 1
0

2

, ),

, ( , ), , ( , ),* * *s s s s s , ( , ),

, ( , ), ( , )* *

52 0 39

98 3 48 7 337 16 6
2
0

0 0
0

1 1
0

s

k k k k

�

� � � � , ( , ),

, ( , ), , ( ,

*

* *

k k

x x x x

2 2
0

0 0
0

1 1
0

108 9 4

22 1 8 1 4 0 1

� �

� � � � 6 17 5 4 9

5108 70 65
2 2

0

0 0 1 1

), , ( , ),

( ) , , ( ) , ,

*

* *

x x

f k f k f

� �

� � 2 2

0 0 1 1 2 2

25 37

0 239 0 143

( ) , ,

( ) , , ( ) , , (

*

* * *

k

f k f k f k

�
� � � � � ) , .�

�

	











�









0 117

(89)

Êàê âèäèì, ìíîãîêðàòíî âîçðàñòàåò ôîíäîîñíàùåííîñòü ïîòðåáèòåëüñêîãî è îñîáåííî
ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðîâ, â òî âðåìÿ êàê ôîíäîîñíàùåííîñòü ìàòåðèàëüíîãî ñåêòîðà
óâåëè÷èâàåòñÿ âñåãî â 2 ðàçà. Ýòî ïîçâîëèëî áû áîëåå ÷åì â 3 ðàçà óâåëè÷èòü óäåëüíûé âû-
ïóñê ïðåäìåòîâ ïîòðåáëåíèÿ (íàïîìíèì, â èõ ñîñòàâ âõîäèò è âîîðóæåíèå), ïðè ýòîì ÂÂÏ
âîçðîñ áû â 2,9 ðàçà.

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà

Ìîìåíò âðåìåíè t1 îêîí÷àíèÿ îïòèìàëüíîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ ïî
äîñòèæåíèè ôîíäîâîîðóæåííîñòüþ ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà îïòèìàëüíîãî ñòàöèîíàð-
íîãî çíà÷åíèÿ k1

* .
Óðàâíåíèå (12) äëÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòè ñåêòîðà â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä

dk

dt
k s t A k k k1

1 1 1 1 1 1 1
01 01� � � � � � �* ( )( ) , ( ) ,
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Âûðàæåíèå (91) ïðèìåò âèä
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(93)

Èñïîëüçóÿ äàííûå (89), ïî ôîðìóëå (93) ïðè h � 145, ïîëó÷àåì t1 20� ëåò, ò. å. ñòîëüêî çà-
íÿë áû ñáàëàíñèðîâàííûé ïåðåõîä îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ( , ; , ; , )k k k0

0
1
0

2
048 7 16 6 9 4� � �

â êîíå÷íîå îïòèìàëüíîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ( , ; ; )* * *k k k0 1 298 3 337 108� � � .

Îïðåäåëåíèå ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ �t

Ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ïî ïàðàìåòðó s1 îöåíèì êîñâåííî, èñõîäÿ èç ñòðîåíèÿ îïòèìàëü-
íîãî ïðàâèëà. Äî ìîìåíòà �t ïàðàìåòð s1 ïîääåðæèâàåòñÿ ïðèìåðíî íà îäíîì è òîì æå óðîâ-
íå 0,75. Â ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòð ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå
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Îäíàêî ýòîò æå èíòåãðàë, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (92), ðàâåí

h
e t

0 016
0 16 10 016 1

,
, ( ).,0 	

Ïðè h t� �1 45 201, , íàõîäèì � .t + 5
Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýòàïà óñêîðåííîãî ðîñòà ñîñòàâèò ïðèìåðíî 5 ëåò.

Çà ýòî âðåìÿ çà ñ÷åò óñèëåííûõ èíâåñòèöèîííûõ âëèâàíèé ôîíäîâîîðóæåííîñòü ôîíäîñîç-
äàþùåãî ñåêòîðà âûðàñòåò äî óðîâíÿ

� ( �)
, ( )

( ) ( )* , ,k k t
A

e k1 1
1 1 0 08

1
0 0 320 75 1

1� �
�

	 �
�

�
�
�

�

�

�
�

�
�

�	

1

0 32 0 25 118 3
, , , ,e

óâåëè÷èâøèñü áîëåå ÷åì â 7 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì çíà÷åíèåì. Çà îñòàâøèåñÿ
15 ëåò äî êîíöà ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ôîíäîâîîðóæåííîñòü äîëæíà áûëà áû âîçðàñòè åùå
â 2,8 ðàçà.

8. Выводы

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ íà îñíîâå îòêðûòîé òðåõñåêòîðíîé ìîäåëè
ýêîíîìèêè è ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà áûëî íàéäåíî îïòèìàëüíîå äè-

íàìè÷åñêîå ïðàâèëî ðàñïðåäåëåíèÿ òðóäîâûõ è èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ ìåæäó ñåêòîðàìè

îòêðûòîé òðåõñåêòîðíîé ýêîíîìèêè. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìàêñèìóì äèñ-
êîíòèðîâàííîãî óäåëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ.

Ñîãëàñíî îïòèìàëüíîìó óïðàâëÿþùåìó ïðàâèëó ïåðåõîä ýêîíîìè÷åñêîé òðåõñåêòîðíîé
ñèñòåìû èç ïåðâîíà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ( , , )k k k0

0
1
0

2
0 â îïòèìàëüíîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå

( , , )* * *k k k0 1 2 îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà êàæäîì ýòàïå îáåñïå÷èâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàí-
íîñòü ïî òðóäîâûì, ìàòåðèàëüíûì è èíâåñòèöèîííûì ðåñóðñàì.

Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû è ðàñïðåäåëåíèå òðóäîâûõ è èíâå-
ñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àëèñü îò îïòèìàëüíûõ, òî íåîáõîäèì ýòàï óñêîðåí-

íîãî èíäóñòðèàëüíîãî ðîñòà. Ýòàï íà÷èíàåòñÿ ñ òðåõ ïåðåêëþ÷åíèé: ïàðàìåòð s1 óñòàíàâëè-
âàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîì çíà÷åíèè, s 2 — íà íàèìåíüøåì, ïàðàìåòð � 2 — íà çíà÷å-
íèè, ïðè êîòîðîì óäåëüíûé âûïóñê ïðåäìåòîâ ïîòðåáëåíèÿ óìåíüøèòñÿ äî ìèíèìàëüíî äî-
ïóñòèìîãî óðîâíÿ ñ. Êðîìå òîãî, â ýòîò ìîìåíò âîçìîæíî ïåðåêëþ÷åíèå ïî êîýôôèöèåíòó
êâîòèðîâàíèÿ èìïîðòà èíâåñòèöèîííûõ òîâàðîâ � 1.

Íà ýòîì ýòàïå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå îáúåìû òðóäîâûõ è èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ íà-
ïðàâëÿþòñÿ â ôîíäîñîçäàþùèé ñåêòîð, â òî âðåìÿ êàê ôîíäîâîîðóæåííîñòü ìàòåðèàëüíîãî
è ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðîâ îñòàåòñÿ íà ïåðâîíà÷àëüíîì óðîâíå. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà ïå-
ðåõîäèò â ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå ( , � , )k k k0

0
1 2

0 .
Ìîìåíò ïåðåõîäà êî âòîðîìó ýòàïó �t îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ � � � �2 1 1 2( � ) ( � ) ( � )*t t t� . Íà

ýòîì ýòàïå — ýòàïå çàìåäëåííîãî èíäóñòðèàëüíîãî ðîñòà — óñèëåííûì îáðàçîì ðàñòåò
ôîíäîâîîðóæåííîñòü ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà, ôîíäîâîîðóæåííîñòü ôîíäîñîçäàþùåãî
ñåêòîðà «ïîäòÿãèâàåòñÿ» äî îïòèìàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ k1

* , ôîíäîâîîðóæåí-
íîñòü ìàòåðèàëüíîãî ñåêòîðà âîçðàñòàåò ðîâíî íàñòîëüêî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïîòðåáíîñòè
â ìàòåðèàëàõ ôîíäîñîçäàþùåãî è ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðîâ è ýêñïîðò â îáúåìå, íåîáõî-
äèìîì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ èìïîðòà èíâåñòèöèîííûõ è ïîòðåáèòåëüñêèõ òîâàðîâ.

Íà çàêëþ÷èòåëüíîé ôàçå ýòàïà â ìîìåíò~ �t t# ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå ïî ïàðàìåòðó � 2

ñî çíà÷åíèÿ � 2 äî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ � 2 (~)t , ïîñëå ÷åãî ïðîäîëæàåòñÿ åãî
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2 2
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�

	
	
	âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ â ìîìåíò t1 îïòèìàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî

çíà÷åíèÿ � 2
* .

Ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà t1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîìåíò äîñòèæåíèÿ ôîí-
äîâîîðóæåííîñòüþ ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà ñâîåãî îïòèìàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷å-
íèÿ k1

* , ò. å. k t k1 1 1
* *( ) � .

Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ðåòðîñïåê-
òèâíûé ñöåíàðèé âîçìîæíîãî èíäóñòðèàëüíîãî ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè Ðîññèè â 1991–
2010 ãîäû. Â îñíîâå ñöåíàðèÿ — ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè ñåêòîðîâ, íàéäåííûå ïî äàí-
íûì çà 1960–1990 ãîäû è îòðàæàþùèå ñëîæèâøèéñÿ çà ýòîò ïåðèîä òåõíîëîãè÷åñêèé óêëàä.

Ñîãëàñíî ñöåíàðèþ íà ýòàïå óñêîðåííîãî èíäóñòðèàëüíîãî ðîñòà (1991–1995 ãîäû)
ïðîèçîøëî áû èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà çà ñ÷åò ïåðåëèâà â íåãî
75% èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ, â ðåçóëüòàòå ôîíäîâîîðóæåííîñòü ñåêòîðà ê êîíöó ýòàïà
âîçðîñëà áû áîëåå ÷åì â 7 ðàç. Îñòàâøèåñÿ 25% èíâåñòèöèîííûõ ðåñóðñîâ èñïîëüçîâàëèñü
áû ëèøü íà ïîääåðæàíèå ôîíäîâîîðóæåííîñòè ìàòåðèàëüíîãî è ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòî-
ðîâ íà ïåðâîíà÷àëüíîì óðîâíå.

Íà âòîðîì ýòàïå çàìåäëåííîãî èíäóñòðèàëüíîãî ðîñòà (1996–2010 ãîäû) ïðîèçîøëî áû
ãàðìîíè÷åñêîå ðàçâèòèå âñåõ ñåêòîðîâ. Çà ýòè 15 ëåò ôîíäîâîîðóæåííîñòü ôîíäîñîçäàþ-
ùåãî ñåêòîðà âîçðîñëà áû åùå â 2,8 ðàçà, ìàòåðèàëüíîãî — â 2 ðàçà, ïîòðåáèòåëüñêîãî —
áîëåå ÷åì â 10 ðàç.

Â öåëîì çà âåñü ïåðèîä (1991–2010 ãîäû) îñóùåñòâëåíèÿ èíäóñòðèàëüíîãî ñöåíàðèÿ ÂÂÏ
âîçðîñ áû â 2,9 ðàçà, à óäåëüíûé âûïóñê ïðåäìåòîâ ïîòðåáëåíèÿ — áîëåå ÷åì â 3 ðàçà.

Ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü îñíîâàíà íà îòñóòñòâèè ëàãà êàïèòàëîâëîæåíèé, à îïòè-
ìàëüíîå ïðàâèëî — íà ìãíîâåííûõ ïåðåêëþ÷åíèÿõ, òî ðåàëüíûå ñðîêè îñóùåñòâëåíèÿ ñöå-
íàðèÿ ìîãóò çàìåòíî âîçðàñòè. Ó÷åò ôèíàíñîâûõ îãðàíè÷åíèé òàêæå óâåëè÷èâàåò ñðîêè.
ßñíî òàêæå, ÷òî òàêîå ìàñøòàáíîå ðàçâèòèå ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà íåâîçìîæíî áåç ïðÿ-
ìîé ïîääåðæêè ãîñóäàðñòâà.

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ñî âñåé íåïðåëîæíîñòüþ ïîêàçûâàåò, ÷òî Ðîññèè íóæíà
áûëà íå øîêîâàÿ òåðàïèÿ, à âòîðàÿ èíäóñòðèàëèçàöèÿ íà áàçå íîâåéøèõ äîñòèæåíèé íàóêè
è òåõíèêè, ò. å. òî, ÷òî ñåé÷àñ íàçûâàþò èííîâàöèîííûì ïóòåì ðàçâèòèÿ.
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