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Îöåíêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ìàêñèìóìîâ âûáîðîê ñòàöèîíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ñ ïñåâäîñòàöèîíàðíûì òðåíäîì

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà âûáîðêè èç ñëó÷àé-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïñåâäîñòàöèîíàðíûì òðåíäîì. C ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñòî-

õàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äàííîãî ïîäõîäà ñ êëàññè÷åñêèì (áåç

ó÷åòà òðåíäà). Ïðîâåäåíà îáðàáîòêà äàííûõ î ïîòðåáëåíèè ýëåêòðîýíåðãèè â Ðîññèè

è òåìïåðàòóðå âîçäóõà â Öåíòðàëüíîé Àíãëèè.

Ç
àäà÷à îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìîâ âûáîðîê ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ñ ïñåâäîñòàöèîíàðíûì òðåíäîì èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè îïðåäåëåíèè ðåçåð-
âîâ, à òàêæå ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïèêîâ ïîòðåáëåíèÿ (íàïðèìåð, ýëåêòðîýíåðãèè),

ýêñòðåìàëüíûõ ïîãîäíûõ ÿâëåíèé (íàïðèìåð, âûñîêèõ òåìïåðàòóð) è äð. Ê ðåøåíèþ ýòèõ çà-
äà÷ ìîæíî ïîäõîäèòü êàê ñ ïîçèöèè ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ýêñòðåìóìîâ1, òàê è ñ
ïîçèöèè ðåçóëüòàòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè ýêñòðåìóìîâ, ñ ó÷å-
òîì ñåçîííîñòè äàííûõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ îáà ïîäõîäà.

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè äàííûõ î åæåäíåâíûõ ìàêñèìóìàõ òåìïåðà-
òóð âîçäóõà â Öåíòðàëüíîé Àíãëèè çà ïåðèîä ñ 1 ÿíâàðÿ 1878 ãîäà ïî 31 äåêàáðÿ 1998 ãîäà,
âçÿòûõ ñ ñàéòà Áðèòàíñêîãî ìåòåîðîëîãè÷åñêîãî öåíòðà2, è ïî÷àñîâîì ïîòðåáëåíèè ýëåê-
òðîýíåðãèè â Ðîññèè çà ïåðèîä ñ 1 èþëÿ ïî 10 ñåíòÿáðÿ 2005 ãîäà, âçÿòûõ ñ ñàéòà ñèñòåìíîãî
îïåðàòîðà Åäèíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû Ðîññèè3. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îöåí-
êè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãîäîâûõ ìàêñèìóìîâ, âî âòîðîì ñëó÷àå — åæåäíåâíûõ ìàêñèìó-
ìîâ.

1. Теоретические положения

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýêñòðåìóìîâ èçó÷àåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìîâ

M maxn n� � �( )� �1 �

n íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
F x( ). Â îñíîâå ýòîé òåîðèè ëåæèò òåîðåìà Ôèøåðà–Òèïïåòà–Ãíåäåíêî (òåîðåìà îá ýêñòðå-
ìàëüíûõ òèïàõ, ñì. [De Haan, Ferreira (2006)], [Fisher, Tippet (1928)], [Gnedenko (1943)], [Lead-
better, Lingren et al. (1983)]):
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1 Ñ íåêîòîðûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàçäåëå 1 íàñòîÿùåé ñòà-
òüè (îá ýòîì ïîäðîáíåå ñì. [De Haan (2006)], [Leadbetter (1983)]).

2 http://www.metoffice.gov.uk
3 http://www.so-cdu.ru



Òåîðåìà 1 (Ôèøåðà–Òèïïåòà–Ãíåäåíêî). Åñëè äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) è íåâû-

ðîæäåííîé H x( ) íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an �0 è bn , n � 1 2, , . . ., òàêèå, ÷òî

lim ( ) ( )
n

n

n nF a x b H x
� �

� � (1)

â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè H x( ), òî H x( ) ñîâïàäàåò c òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ àðãóìåíòà x ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ìàñøòàáà ñ îäíîé èç òðåõ ôóíê-

öèé ðàñïðåäåëåíèÿ:

H x e x

1( ) exp { }� � � (ðàñïðåäåëåíèå Ãóìáåëÿ);

H x x2 ( ) exp { },� � � x �0 (ðàñïðåäåëåíèå Ôðåøå ñ ïàðàìåòðîì � 	0);

H x x3 ( ) exp ( )� � �{ }� , x 
0 (ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà ñ ïàðàìåòðîì � �0).

Åñëè âûïîëíåíî (1), òî ôóíêöèþ F x( ) íàçûâàþò ìàêñèìàëüíî óñòîé÷èâîé. Ïóñòü H x( ) ñ òî÷-
íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîâïàäàåò ñ H x� ( ), � � 1 2 3, , , òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî F x( )
ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ D� , è îáîçíà÷àþò F x D( ) � � . Ïàðàìåòð � íàçûâàþò ýêñ-

òðåìàëüíûì èíäåêñîì.
Íàçîâåì ( , )a bn n , n 1, èç òåîðåìû 1 íîðìèðîâî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Êîíêðåòíûé

âèä îäíîé èç âîçìîæíûõ íîðìèðîâî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( , )a bn n , n 1, â òåîðåìå 1
ñì., íàïðèìåð, â [Leadbetter, Lingren et al. (1983)], [Êóäðîâ (2008)].

Ïîçäíåå Ëèäáåòòåðîì (ñì. [Leadbetter (1974)], [Leadbetter, Lingren et al. (1983)]) êëàññè÷å-
ñêàÿ òåîðèÿ áûëà ðàñøèðåíà íà ñëó÷àé ñ ò à ö è î í à ð í û õ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñëàáîé çàâèñèìîñòè äàëåêî îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ýëå-
ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðèíèìàþùèõ áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåìûå ïðå-
äåëüíûå çàêîíû äëÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òå æå, ÷òî è
â òåîðåìå 1.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü

Y X a mi

n

i n i

( ) ,� � (2)

ãäå { , , , . . . }X ii � 1 2 — ñòðîãî ñòàöèîíàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F x( )4;

{ , , , . . . }a nn � 1 2 — íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òåîðåìû Ôèøåðà–Òèïïåòà–
Ãíåäåíêî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F x( );

{ , , , . . . }m ii � 1 2 — òðåíä, âåäóùèé ñåáÿ ñòàöèîíàðíûì îáðàçîì â îïðåäåëåííîì íèæå
ñìûñëå (ñì. óñëîâèå 5).

Ïóñòü

M Y i n X a m i n nn i

n

i n i� � � � �max , , ... , max ( ), , . . . , ,{ } { }( ) 1 1 � 1 2, ,� .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )Mn íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðè ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2.
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4 Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { , , , . . . }X ii �1 2 íàçûâàþò ñòðîãî ñòàöèîíàðíîé c ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-

íèÿ F x( ), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ i i k1,. . . , è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî � ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X Xi i k1

,. . . , ñîâïàäàåò ñ ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X Xi i k1 � �� �, . . . ,
è P X x F x( ) ( )1 
 � .



Ââåäåì ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íóëåé è åäèíèö: { , , , . . . }� i i � 1 2 ; ñîáûòèå ( )� i � 0
ñèìâîëèçèðóåò ïðîïóñê íàáëþäåíèÿ X i .

Óñëîâèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xi è � i íåçàâèñèìû.

Óñëîâèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü mi îãðàíè÷åíà ñâåðõó:

m mi i� ���sup , , . . .1 2 .

Îáîçíà÷èì u a x bn n n

1 � � , u a y bn n n

2 � � , u max u un n n� ( , )1 2 .
Ââåäåì óñëîâèå òèïà Ëèäáåòòåðà íà ïåðåìåøèâàíèå áîëüøèõ çíà÷åíèé â ìîäåëè (2), àíà-

ëîãè÷íîå ââåäåííûì â ðàáîòàõ [Mladenovic ´, Piterbarg (2006)], [Îëüøàíñêèé (2004)].

Óñëîâèå 3 ( )2 1 2

1,... ,( , , , { } )D u u a m
n n n i i n�

. Íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî ÷èñåë { },�
n l

, n, , , . . .l� 1 2 , è ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë { }ln òàêèå, ÷òî ln o n� ( ), �
n n, l � 0, è äëÿ ëþáûõ x, y

è ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë I � �{ , . . . , }, { , . . . , }i i J j jp q1 1 òàêèõ, ÷òî

1 1 1 1	 � � � � � 	 
 �i i j j n j ip q p n� � , ,l

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
. . .

{ } {( )

�

�P X u a m P X
r J

j n

r

n r
r

r� �
� � 

	 
�
�
��

�
�
���
 	

I I
u a m P X u a mn

r

n r
r J

r n

r

n r

� �( ) ( )
. . .

} { }
�
�
��

�
�
��� 	 
�
�
�

� �
��

�
�
��� 	�

n n, l
,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì� èç ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â { , }1 2 .
Óñëîâèå 3 îçíà÷àåò ïåðåìåøèâàíèå (ñëàáóþ çàâèñèìîñòü) äàëåêî îòñòîÿùèõ áîëüøèõ

çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà (2). Â ñëó÷àå åñëè mi � 0, i � 1 2, , . . . , ýòî óñëîâèå ñîâïàäàåò ñ óñëî-
âèåì ïåðåìåøèâàíèÿ Ëèäáåòòåðà (ñì. [Leadbetter (1974)], [Leadbetter, Lingren et al. (1983)]).

Óñëîâèå 4 ( )( )D u ma
n n

� � . Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim ;
/

{ }
k n j n k

n n j n nn P X u a m X u a m
�� �� 	 	

� � 
 � 

�
�
��limsup

2
1

���

�
�
��

���
�0.

Óñëîâèå 4 ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå êëàñòåðèçàöèè áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà.
Ââåäåì ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé òðåíäà îòäåëüíî äëÿ ïðîïó-

ùåííûõ è íàáëþäàåìûõ Õi:

G x
i m x i n

n

n i i

�

� �( ) ( )
# { : , , }

,�
	 � 	 	1

� � 0 1, ; çíàê # îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.

Ïóñòü G — íåóáûâàþùàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç a max a� � ( , )0 , ãäå a — ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, è îïðåäå-
ëèì ôóíêöèè

L z G e e dG t

L z G z t dG t

z t

1

2

( , ) ( );

( , ) ( ) ( ),

�

� 






�

��


�

��

�

�

�
  

  

�

� 
 �

�

��

��

0

03

;

( , ) ( ) ( ), .L z G t z dG t
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Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå ïñåâäîñòàöèîíàðíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { , , , . . . }m kk � 1 2 îò-
íîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { , , , . . . }� k k � 1 2 .

Óñëîâèå 5. Íàéäóòñÿ ôóíêöèè G x0 ( ) è G x1( ) òàêèå, ÷òî äëÿ � � 0 1, èìååò ìåñòî ñõîäè-

ìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

G x G xn P

� �
( ) ( ) ( )� ïðè n � � (3)

âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè x ôóíêöèè G x� ( ). Êðîìå òîãî, åñëè F D� � , � � 1 2 3, , , òî äëÿ
âñåõ x è � � 0 1, ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû

lim , ( , ) ,( )( )( )

n

nE L x G L x G
� �

� 	 �� � � �

ãäå E L x G n( )( , )( )
� � — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû L x G n

� �( , )( ) .

Ïóñòü

M X a m i nn i n i i� 
 � �max ( ), , , . . . ,{ }� 1 1 , n � 1 2, , .. . .

Ïðèìå÷àíèå. Â ñëó÷àå êîãäà âñå çíà÷åíèÿ X i , i n� 1 2, , . . . , , ïðîïóùåíû, ïî îïðåäåëåíèþ
Mn � ��.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â ìîäåëè (2) F D� � , ãäå � � 1 2 3, , . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ 1–5. Òîãäà:

åñëè � � 1èëè � � 3, òî äëÿ âñåõ x, y

lim ;{ } ( , ) (min( , ), )

n
n n n n

L x G L x y GP M u M u e
� �

� �� � �1 2 0 1� � ; (4)

åñëè � � 2, òî äëÿ âñåõ x y m, 

lim ; .{ } ( , ) (min( , ), )

n
n n n n

L x G L x y GP M u M u e
� �

� �� � �1 2 2 0 2 1 (5)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â ðàáîòå [Êóäðîâ (2008)].

2. Моделирование

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2 íà ïðèìåðå ñìîäåëèðîâàííîé ïðîðåæåííîé
(ñ ïðîïóñêàìè) âûáîðêè èç íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàæäûé ýëåìåíò êî-
òîðîé ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è äîáàâî÷íîé ïñåâäî-
ñòàöèîíàðíîé ñîñòàâëÿþùåé. Êðîìå òîãî, ïðîâåäåì ñðàâíåíèå äàííîãî ïîäõîäà ñ êëàññè-
÷åñêèì (áåç ó÷åòà òðåíäà).

Ïóñòü ( )X i — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííûõ íà îòðåçêå [0; 1]. Êàê èçâåñòíî (ñì. [De Haan, Ferreira (2006)], [Leadbetter, Lingren et
al. (1983)]), äëÿ a n b nn n� � �1 1 1/ , , , èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå:

lim max( ,... , )
;

, ,
{ }

n
n n n

x

P X X a x b
e x

� �
� 
 �

��
�1

0

0

ïðè

èíà÷å

��
���

(6)

ò. å. ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; 1] ìàêñèìàëüíî óñòîé÷èâî è ïðèíàäëåæèò
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ D3 , à ýêñòðåìàëüíûé èíäåêñ â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí � � 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, N
n

� { , . . . , }1 n .
Â êà÷åñòâå ( )� i âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Áåðíóëëè, íå çàâèñÿùóþ îò ( )X i :

� i �

�

�

����

�

����

1
9

10

0
1

10

ñ âåðîÿòíîñòüþ

ñ âåðîÿòíîñòüþ

;

äëÿ êàæäîãî i � N.

Âîçüìåì m
k

i
�

	



���

�


���sin

2

3

�
äëÿ k � 1 2, , . . . . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )mk ïñåâäîñòàöèîíàðíà

ñ ôóíêöèÿìè

G x

x

x

x

0

0
3

2
1

30
3

2
0

2
30

0
3

2
1

( )

, ;

, ;

, ;

�

� �

� � �

� �

åñëè

åñëè

åñëè

10
, èíà÷å

�

�

���������

�

���������

è G x

x

x

x

1

0
3

2
9

30
3

2
0

18
30

0
3

2

( )

, ;

, ;

, ;

�

� �

� � �

� �

åñëè

åñëè

åñëè

9
10

, èíà÷å.

�

�

���������

�

���������

Çàìåòèâ, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2, ïîëó÷èì

lim exp ( ){ }
n

n n nP M a x b x x
� �

�

�� � � � � �
	




����

�



����
� �

9

30

3

2
� �

	




����

�



����

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�
�
��

�
��

�
�
��

�
��

�
�

3

2
1x K x( ) (7)

è

lim max{ , , } exp
( )

{ }
n

i i n nP X i a x b
x

� �

�� � � � � �
��

�
��� 1

9

10
N

n

���

�
�
��

���
� K x2 ( ) (8)

äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x, ãäå ( ) max( , )� � ��x x 0 .
Ôóíêöèÿ K x1( ) ñòðîãî ìîíîòîííà, íåïðåðûâíà è ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç (0; 1]. Çíà÷èò,

äëÿ ëþáîãî p � ( ; ]0 1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ K x p1( ) � ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îáîçíà÷èì ýòî
ðåøåíèå ÷åðåç r p( ).

Cìîäåëèðóåì âûáîðêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )X i è ( )� i îáúåìîì ïî 250 000 ýëåìåíòîâ
êàæäàÿ:

� , . . . , � ;X X1 250 000

� , . . . , � .� �1 250 000

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðî÷íûõ ìàêñèìóìîâ

� max � sin , � , , . . . ,M X a
i

ii i1 500

2

3
1 1 500� �

	



���

�


��� � �

�
�

�
�
��

���

�
�
��

���

� �
	


 � �

,

� max � sin

�

M X a
i

i500 499 500 500

2

3

����
�


��� � �

�
�
��

���

�
�
��

���
� �, � , , . . . , .� 499 500 1 1 500i i

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàêñèìóì ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó ðàâåí��.
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Âîçüìåì ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó äëÿ � , . . . , �M M1 500 :

� . . . � ., ,M M1 500 500 500� �

Îïðåäåëèì QQ-ãðàôèê êâàíòèëåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ K x1( ) ïðîòèâ êâàíòèëåé ýìïèðè-
÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ ( � )Mi êàê:

A X r
i M b

a

i( � ) ;
�

,�
�
�
���

�
�
			


�

�

�����

�

�

			
501

500 500

500
		

�
�
�


�


�
�


�


, , . . . , .i 1 500 (9)

Àíàëîãè÷íî QQ-ãðàôèê êâàíòèëåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ K x2 ( ) ïðîòèâ êâàíòèëåé ýìïè-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ ( � )Mi ïðèìåò âèä

B X
i M b

a
i

i( � ) log ;
�

,,�

�

�

�����

�

�

					
�

10

9 501
500 500

500

1 500, ..., .
�
�


�


�
�


�


(10)

Íà ðèñ. 1 ïî îñè X îòêëàäûâàþòñÿ êâàíòèëè ý ì ï è ð è ÷ å ñ ê î é ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ, ïî îñè Y — êâàíòèëè ï ð å ä å ë ü í î é ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
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Ðèñ. 1. QQ-ãðàôèêè A X( �) (à) è B X( �) (á)



äëÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ ñ ó÷åòîì ïðîðåæèâàíèÿ è äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà
K x1( ) íà ðèñ. 1, à è ñ ó÷åòîì ïðîðåæèâàíèÿ è áåç ó÷åòà äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà K x2 ( )
íà ðèñ. 1, á.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ïðèáëèæåíèå áóäåò òåì ëó÷øå, ÷åì áëèæå áóäåò ðàñïîëîæåí åãî
QQ-ãðàôèê ê ïðÿìîé ñ êîýôôèöèåíòîì íàêëîíà 1, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
Õîòÿ â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ïðåèìóùåñòâî îäíîãî ïðèáëèæåíèÿ íàä äðóãèì çàìåòíî âè-
çóàëüíî, èçìåðèì ýòî ïðåèìóùåñòâî ÷èñëåííî, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ ìåðó òî÷íîñòè:

Measure t c
M b

a
K

ii

t( , )
�

,�
	

	
�
�
���

�
�
���

�

�

� B500 500

500 501
����

�

�

�����
1

2
500

i c

, (11)

ãäå t � 1 2, ; c — ïîðîãîâûé èíäåêñ (áóäåì áðàòü c � 1 470, . . . , ), à K x K xt t
B � *( ) : ( ){ }. .inf ,

. ( [ ; ]0 1 .

Çäåñü Measure c( , )1 — ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé êâàíòèëåé ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ îò êâàíòèëåé ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäåëüíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ, ó÷èòûâàþùåé ïðîðåæèâàíèå è äå-
òåðìèíèðîâàííûé òðåíä; Measure c( , )2 — ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé êâàíòèëåé ýìïèðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ îò êâàíòèëåé ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ, ó÷èòûâàþùåé ïðîðåæè-
âàíèå è íå ó÷èòûâàþùåé äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä.

Ãðàôèêè Measure c( , )1 , Measure c( , )2 â çàâèñèìîñòè îò ïîðîãîâîãî èíäåêñà ñ ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 2.

3. Обработка реальных данных

Íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå îöåíèì ïàðàìåòðû ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñè-
ìóìîâ èç òåîðåìû 1 è òåîðåìû 2. Çàòåì ñðàâíèì èõ c ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ ìàêñèìóìîâ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ðåàëüíûå äàííûå:
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè Measure c( , )1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è Measure c( , )2 (ïðåðûâèñòàÿ ëèíèÿ)



� åæåäíåâíûå ìàêñèìóìû òåìïåðàòóð âîçäóõà â Öåíòðàëüíîé Àíãëèè, âçÿòûå çà ïåðèîä
ñ 1 ÿíâàðÿ 1878 ãîäà ïî 31 äåêàáðÿ 1998 ãîäà. Äëÿ ýòèõ äàííûõ îöåíèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ åæåãîäíûõ ìàêñèìóìîâ;

� ïî÷àñîâîå ïîòðåáëåíèå ýëåêòðîýíåðãèè â Ðîññèè çà ïåðèîä ñ 7 èþíÿ ïî 22 èþëÿ
2005 ãîäà. Äëÿ ýòèõ äàííûõ îöåíèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóòî÷íûõ ìàêñèìóìîâ.

3.1. Òåìïåðàòóðà â Öåíòðàëüíîé Àíãëèè

Èññëåäóåì äàííûå, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âûáîðêó, ñîñòîÿùóþ èç åæåäíåâíûõ ìàêñèìó-
ìîâ òåìïåðàòóð âîçäóõà â Öåíòðàëüíîé Àíãëèè, âçÿòûõ çà ïåðèîä ñ 1 ÿíâàðÿ 1878 ãîäà ïî
31 äåêàáðÿ 1998 ãîäà. Îïèøåì äëÿ íèõ äâå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ãîäîâûõ ìàêñèìóìîâ òåìïåðàòóð. Ïåðâàÿ îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòàõ òåîðåìû 2,
âòîðàÿ — íà ðåçóëüòàòàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ýêñòðåìóìîâ (ñì. òåîðåìó Ôèøåðà–Òèïïåòà–
Ãíåäåíêî). Äàëåå ñðàâíèì êàæäóþ èç ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ýìïèðè÷åñêîé
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûáîðêó åæåäíåâíûõ ìàêñèìóìîâ òåìïåðà-
òóð (â ãðàäóñàõ ïî Öåëüñèþ), óìíîæåííûõ íà 10, è êàæäûé ýëåìåíò ýòîé âûáîðêè áóäåì íàçû-
âàòü òåìïåðàòóðîé çà ñîîòâåòñòâóþùèé äåíü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû âûáîðêè òåìïåðàòóð ( � )Ti — ýòî ðåàëèçàöèÿ çíà÷åíèé ñëó-
÷àéíîãî ðÿäà ( )Ti , ïðåäñòàâèìîãî â âèäå ñóììû íåêîòîðîé äåòåðìèíèðîâàííîé ïåðèîäè÷å-
ñêîé ñîñòàâëÿþùåé ( )pi è ñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ( )X i , â êîòîðîì êàæäîå X i èìååò
íóëåâîå ñðåäíåå (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ñðåäíåå ìîæíî âû÷åñòü èç ñòàöèîíàðíîãî ðÿäà
è äîáàâèòü ê äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé):

T X pi i i� � .

Äàëåå, ïîëîæèì, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èìååò ïåðèîä,
ðàâíûé 365, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèÿì î ãîäîâîì òåìïåðàòóðíîì öèêëå.

Îöåíèì ( )pi . Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè äîñòàòî÷íî îöåíèòü ýëåìåíòû p p1 365, . . . , . Áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:

�
� � �

,( )
p

T T T

K
i

i i i K�
� � �� � 	365 365 1�

(12)

ãäå 1 365
 
i , à K — êîëè÷åñòâî ëåò, îõâà÷åííûõ âûáîðêîé (â íàøåì ñëó÷àå K � 120). Òàêèì
îáðàçîì, â êà÷åñòâå îöåíêè äëÿ � ,p ii 1 365
 
 , áåðåì îáû÷íîå ýìïèðè÷åñêîå ñðåäíåå òåìïå-
ðàòóð i-ãî äíÿ â êàæäûé èç ïîñëåäóþùèõ K ëåò. Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ìîäåëè îöåíêà �pi ÿâ-
ëÿåòñÿ íåñìåùåííîé, ò. å. Ep pi i� � . Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ � ,p ii 1 365
 
 .

Ïîëîæèì
� � � , .X T p i Ki i i� 	 
 
1 365

Èçìåíåíèå òåìïåðàòóð â òå÷åíèå ãîäà ïîä÷èíåíî ñåçîííûì çàêîíîìåðíîñòÿì, òàê ÷òî
ìîæíî âûäåëèòü ìåñÿöû ñ ñàìîé âûñîêîé èëè ñàìîé íèçêîé òåìïåðàòóðîé. Ïîñêîëüêó íàñ
èíòåðåñóþò ãîäîâûå ìàêñèìóìû òåìïåðàòóð, âûäåëèì ïåðèîä ãîäà, â êîòîðîì äîñòèãàþòñÿ
ìàêñèìàëüíûå òåìïåðàòóðû.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü èíäåêñ i0 ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � , . . . , �p p1 365

è ðàññìîòðåòü îòðåçîê âðåìåíè [ ; ]i i0 050 50	 � , òî îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî âñå ãîäîâûå ìàêñè-
ìóìû òåìïåðàòóð âûáîðêè çà K ëåò ïîïàäàþò â ýòîò ïðîìåæóòîê, ò. å. äàííûå, âõîäÿùèå â ýòîò

� Теория и методология
71

А
.В
.К
уд
р
о
в



ïðîìåæóòîê, îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ ãîäîâûõ ìàêñèìóìîâ òåìïåðàòóð. Ïîýòîìó áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî äàííûå èç òàêèõ ïðîìåæóòêîâ (ñåçîíîâ) â êàæäûé èç ãîäîâ, îõâà÷åííûõ
íàøåé âûáîðêîé. Çàìåòèì, ÷òî â òàêèõ ïðîìåæóòêàõ òðåíä äîñòàòî÷íî ìàë è ìîæíî ïðèìå-
íèòü òåîðåìó 2. Íà ðèñ. 3 âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè âûäåëåí îòðåçîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó
èíòåðâàëó âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì âðåìåííûå ðÿäû ( � )*Ti , ( � )*X i , i K� 1 101, . . . , :

� ,( )T j m� 	365 1 j i i m K( 	 � �[ ; ], , . . . , ,0 050 50 1 (13)

� ,( )X j m� 	365 1 j i i m K( 	 � �[ ; ], , . . . , ,0 050 50 1 (14)

è âðåìåííîé ðÿä ( � )*pi , i � 1 101, . . ., :
� ,p j j i i( 	 �[ ; ].0 050 50 (15)

Íà êàæäîì èíòåðâàëå èíäåêñîâ [ ( ) ; ]101 1 1 101m m	 � , ãäå m K� 1, . . . , , âîçüìåì ìàêñèìóì ýëå-
ìåíòîâ ðÿäà ( � )*Ti :

� , . . . , �M M K1

è ðÿäà ( � )*X i :
� , . . . , � .� �M M K1

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðèðîâàííûõ äàííûõ ( � )*X i õîðîøî îïèñûâà-
åòñÿ ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ( )*X i , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå Ëèäáåòòåðà, à ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ c.â. X1

* ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî óñòîé÷èâîé. Òîãäà,
ïðèìåíèâ òåîðåìó 2 (äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïåðèîäè÷åñêèé òðåíä ðàâåí íóëþ), ïîëó÷èì ïðå-
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Ðèñ. 3. Ãðàôèê îöåíêè ïåðèîäè÷åñêîãî òðåíäà äëÿ åæåäíåâíûõ ìàêñèìóìîâ òåìïåðàòóð âîçäóõà



äåëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ ñëó÷àéíîãî ðÿäà ( )*X i —
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òèïîâ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ïàðàìåò-
ðîì — ýêñòðåìàëüíûì èíäåêñîì 6. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ïðåäåëüíóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìî îöåíèòü ýêñòðåìàëüíûé èíäåêñ ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òèïîâ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îöåíêó Ïèêàíäñà äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà 6. Âîçüìåì âàðèàöè-
îííûé ðÿä äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( � )*X i :

� � . . . � ,,
*

,
*

,
*X X XK K K K K101 101 101 1101 1101
 
 
	

òîãäà îöåíêà Ïèêàíäñà äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà èìååò âèä

� ln
� �

� �
,

,
*

,
*

,
*

6 i K

i K i K

i K
ln

X X

X X
101

101 2 101

2 101 4

1

2
�	

	

	 i K,
*

.
101

1�

�

�����

�

�

����

	

(16)

Êðàòêî îïèøåì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîé îöåíêè (ñì. [De Haan, Ferreira (2006)]):

� Åñëè i K( ) òàêîå, ÷òî 1
 
i K K( ) è i K K( )/ � 0 ïðè K �, òî �
( ),6 i K K101 ïî âåðîÿòíîñòè ñòðå-

ìèòñÿ ê 6.
� Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ i

i K K

1 1

101
�

( ),6 6
	

�

�

�����

�

�

����
èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé

v( )

ln

6

6 6

6

�

�
�

�

����

�

�

����

	
�

�

����

�

�

����

	
	 �

	

2

2
1

1

2 1

4 2 1 2
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

2
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûáðàòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îöåíêè �
,6 i K101 , ïðèáåãíåì ê ÷àñòî èñïîëü-

çóåìîé ïðîöåäóðå (ñì. [Embrechts, Kluppelberg et al. (1997)]):

1. Èçîáðàçèì ãðàôèê ìíîæåñòâà

{ }( ); � , , . . . , /,i i Ki K	 �	6 101
1 1 101 4

(ðèñ. 4).
2. Âûáåðåì íàèáîëüøóþ îáëàñòü (íà ðèñ. 4 îíà íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ âåðòèêàëüíûìè ëè-

íèÿìè), ãäå ãðàôèê ïðèáëèçèòåëüíî ãîðèçîíòàëåí, è âîçüìåì â êà÷åñòâå îöåíêè ýêñòðåìàëü-
íîãî èíäåêñà 6 îòâå÷àþùåå ýòîé îáëàñòè çíà÷åíèå

~6 � 4,8054. Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ 95%-é
àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè) ðà-
âåí [4,6642; 4,9529].

Îáîçíà÷èì ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí � , . . . , �M MK1 ÷åðåç U x( ), à âå-
ëè÷èí � , . . . , �� �M MK1 ÷åðåç G x( ).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñðàâíåíèþ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ G x( ) è òåîðåòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíîãî òèïà ñ èíäåêñîì

~6.
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Ðàññìîòðèì QQ-ãðàôèê A, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîñòàâëåíû èç ïàð, èìåþùèõ âèä (êâàíòèëü
óðîâíÿ i K/( )�1 äëÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ G x( ); êâàíòèëü óðîâíÿ i K/( )�1
äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òèïîâ ñ ýêñòðåìàëüíûì èíäåêñîì

~
�):

A G
i

K

i

K
�

�

�

�
���

�

	



 � �

�

�

�
���

�

	





�

�

�����

�

	

�

1 1

1

; ln
/

~
� 







�

�

�����

�

	








�



�
���

�
���

�

�
���

�
���

, , . . . , .i K0 (17)

Íà ðèñ. 5 ïî îñè X îòêëàäûâàþòñÿ êâàíòèëè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-
ìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ äàííûõ çà âû÷åòîì ïåðèîäè÷åñêîãî òðåíäà, à ïî îñè Y — êâàíòèëè
ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òèïîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíåííîìó
ýêñòðåìàëüíîìó ïàðàìåòðó

~
�. Êàê âèäíî, òî÷êè ìíîæåñòâà A î÷åíü áëèçêî ðàñïîëîæåíû

ê ïðÿìîé y ax b� � , ïîñòðîåííîé ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ âçâåøåííûõ êâàäðàòîâ.
Ïðåîáðàçóåì ëèíåéíî âòîðóþ êîîðäèíàòó ( )( )/y b a� òàê, ÷òîáû òî÷êè ìíîæåñòâà A ðàñ-

ïîëàãàëèñü âäîëü ïðÿìîé y x� (ðèñ. 6).
Íà ðèñ. 6 ïî îñè X îòêëàäûâàþòñÿ êâàíòèëè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-

ìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ äàííûõ çà âû÷åòîì ïåðèîäè÷åñêîãî òðåíäà, à ïî îñè Y — ëèíåéíî
ïðåîáðàçîâàííûå êâàíòèëè ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òèïîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùåé îöåíåííîìó ýêñòðåìàëüíîìó ïàðàìåòðó

~
�.

Ýòî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò íîðìèðîâêó äëÿ ìàêñèìóìîâ:

�
, . . . ,

�
.

M b

a

M b

a

K1 � �
(18)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

P x
p

a
xi

i
p
a

xi

( ) exp
� *

~

:
� *

� � �
�

�

����

�

	









�

��

�

�
1

101

�

{ }

��

�

����

�

�

����

�

����

(19)

74
Теория и методология �

О
ц

ен
ка

ф
ун

кц
и

и
р

ас
п

р
ед

ел
ен

и
я

м
ак

си
м

ум
о

в
вы

б
о

р
о

к
ст

ац
и

о
н

ар
н

ы
х

п
о

сл
ед

о
ва

те
л

ьн
о

ст
ей

с
п

се
вд

о
ст

ац
и

о
н

ар
н

ы
м

тр
ен

д
о

м

Ðèñ. 4. Ãðàôèê îöåíêè Ïèêàíäñà ïî äàííûì çà âû÷åòîì ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé



äîëæíà ïðèáëèæàòü ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðêè íîðìèðîâàííûõ ìàê-
ñèìóìîâ (18). Äëÿ òîãî ÷òîáû óâèäåòü, íàñêîëüêî õîðîøî îäíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè-
áëèæàåòñÿ äðóãîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, îáðàòèìñÿ ê ìíîæåñòâó

B U
i

K
at

i

K
b i�

�
�
�
���

�
�
			 �

�
�
���

�
�
			�

�

�
���

�

�
				




1 1
; , �

�
�

�

�
�

�

0,..., ,K (20)
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Ðèñ. 5. QQ-ãðàôèê A

Ðèñ. 6. QQ-ãðàôèê A, ïîëó÷åííûé ïîñëå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîé êîîðäèíàòû



ãäå t i K( )/( )�1 — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

exp
� *

~

:
� *

� �
�

�

�
���

�

�
			

�

�

����

�

�

				

1

101 1

p

a
t

i

K

i

i
pi




{ a
t i

K

i

K
�

�

�



�

����

�

����

�

�

����

�

����

�
�

( )}1

1
. (21)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèå, òàê êàê ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ñëåâà, ìîíî-
òîííà ïî t i K( )/( )�1 .

Ïîñòðîèì íà ïëîñêîñòè (x, y) QQ-ãðàôèê ìíîæåñòâà B (ðèñ. 7).

Íà ðèñ. 7 ïî îñè X îòêëàäûâàþòñÿ êâàíòèëè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-
ìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ, à ïî îñè Y — êâàíòèëè òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èç
òåîðåìû 2, ó÷èòûâàþùåé ïåðèîäè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ.

Êàê âèäíî, òî÷êè ìíîæåñòâà B ðàñïîëîæåíû áëèçêî ê ïðÿìîé y x� , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P ax b( )� äîñòàòî÷íî òî÷íî ïðèáëèæàåò ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ U x( ).

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðû îöåíêè ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ, êîãäà ýòà ôóíêöèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿìè ýêñòðåìàëüíûõ òèïîâ.

Âîçüìåì âàðèàöèîííûé ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( � )Mi i

K

�1:

� � . . . � ., , ,M M MK K K K K� � ��1 1

Äëÿ îöåíêè ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà ïðèìåíèì îöåíêó Ïèêàíäñà:

�

ln
ln

� �

� �,
, ,

, ,

� � �
�

�

�

�

�����

�

�

		
 i K

i K i K

i K i K

M M

M M

1

2
2

2 4

			

�1

. (22)
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Ðèñ. 7. QQ-ãðàôèê B



Äëÿ òîãî ÷òîáû âûáðàòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îöåíêè �
,
�� i K , ïðèáåãíåì ê óæå îïèñàííîé

ïðîöåäóðå:

1. Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè � � ��( � ) , , . . . , /,� i K i K1 1 4:

{ }( ; ( � ) , , . . . , /, )i i Ki K� � ��� 1 1 4

(ðèñ. 8).

2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàíåå îïèñàííîé ïðîöåäóðîé âûáîðà îöåíêè Ïèêàíäñà ïî ãðàôèêó
ñòàòèñòèêè � � �( � ),� i K

1 âûáèðàåì çíà÷åíèå, ðàâíîå
~ � �� 1,8498. Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ 95%-é

àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë áóäåò ðàâåí [1,4316; 2,6137].

Ïîñòðîèì ïðÿìóþ y ax b� � ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ âçâåøåííûõ êâàäðàòîâ, ïðèáëèæàþ-
ùóþ QQ-ãðàôèê
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, , . . . ,i K0 , (23)

íà ïëîñêîñòè( , )x y . Íà ðèñ. 9 â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ëèíåéíîé íîðìèðîâêîé èçîáðàçèì ãðàôèê
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. (24)
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Ðèñ. 8. Ãðàôèê îöåíêè Ïèêàíäñà â çàâèñèìîñòè îò èíäåêñà ìàêñèìàëüíîé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè
äëÿ åæåãîäíûõ ìàêñèìóìîâ



Íà ðèñ. 9 ïî îñè X îòêëàäûâàþòñÿ êâàíòèëè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-
ìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ, à ïî îñè Y — êâàíòèëè òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èç
òåîðåìû 2, ïîñòðîåííîé ïî åæåãîäíûì ìàêñèìóìàì.

Ñðàâíèâàÿ ãðàôèêè B è D (ñì. ðèñ. 7 è 9), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ó÷åò ïåðèîäè÷åñêîãî
òðåíäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå õîðîøèå îöåíêè äëÿ îïèñàíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìîâ, ÷åì îöåíêè, ïîñòðîåííûå íà îñíîâàíèè âûáîðêè, ñîñòîÿùåé
èç åæåãîäíûõ ìàêñèìóìîâ. Òàêèå ðåçóëüòàòû ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ó÷åò íåñòàöèîíàðíî-
ñòè òèïà ïåðèîäè÷åñêîãî òðåíäà (äàæå òàêîãî ìàëîãî, êàê â ýòîì ïðèìåðå) ïîçâîëÿåò îöåíè-
âàòü ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî áîëüøåìó ÷èñëó äàííûõ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì äàííûõ, ïî êîòîðûì îöåíèâàåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëü-
íîãî òèïà, à çíà÷èò, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå óñòîé÷èâûå îöåíêè.

3.2. Ïîòðåáëåíèå ýëåêòðîýíåðãèè â Ðîccèè

Èññëåäóåì òåïåðü äàííûå î ïî÷àñîâîì ïîòðåáëåíèè ýëåêòðîýíåðãèè â Ðîññèè çà ïåðèîä
ñ 7 èþíÿ ïî 22 èþëÿ 2005 ãîäà. Âèçóàëüíûé àíàëèç èçìåíåíèÿ ïîòðåáëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè
ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ïåðèîäè÷íîñòè ïîòðåáëåíèÿ çà ñóòêè. Áîëåå òîãî, ìîæíî óâè-
äåòü, ÷òî èìååòñÿ ïåðèîäè÷íîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ äíÿìè íåäåëè, è ãîäè÷íàÿ ïåðèîäè÷íîñòü
(îäíîðîäíîñòü ïî ñåçîíàì). Ïðè ïîëíîì èññëåäîâàíèè ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïîòðåáëå-
íèÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü è ãîäè÷íûé òðåíä. Çàäà÷à ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ äàííûõ, îäíàêî,
â ðàáîòå íå ñòàâèòñÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå èññëåäóåìûé ïðîìåæóòîê âçÿò êàê ïðèìåð îäíîðîäíîñòè ïî ñåçîíó. Ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äàííûå ñî âòîðíèêà ïî ÷åòâåðã êàæäîé íåäåëè, òàê êàê ìàêñè-
ìóìû ïîòðåáëåíèÿ â òå÷åíèå íåäåëè äîñòèãàþòñÿ òîëüêî â ýòè äíè. Êðîìå òîãî, äëÿ ýòèõ äíåé
íàáëþäàåòñÿ ïîõîæàÿ ñòðóêòóðà ïîòðåáëåíèÿ.
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Ðèñ. 9. QQ-ãðàôèê D



Îáîçíà÷èì ÷åðåç C i ïîòðåáëåíèå çà i-é ÷àñ ðàññìàòðèâàåìîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà.
Ïóñòü( � )C i — ýòî ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè( )C i . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåí-
òû ýòîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû äåòåðìèíèðîâàííîé ïå-
ðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ( )pi è ñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ( )X i , èìåþùåãî íóëåâîå
ñðåäíåå:

C X pi i i� � .

Äàëåå ïîëîæèì, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èìååò ïåðèîä,
ðàâíûé 24, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñóòêàì.

Îöåíèì ( )pi :

�
� � . . . �

,( )
p

C C C

K
i

i i i K�
� � �� � 	24 24 1 (25)

ãäå 1 24
 
i , à K — êîëè÷åñòâî äíåé, îõâà÷åííîå âûáîðêîé (â íàøåì ñëó÷àå, K � 28). Íà
ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ � ,p ii 1 24
 
 .

Ïóñòü

� � � , .X C p i Ki i i� 	 
 
1 24

Ïîñêîëüêó ìàêñèìóìû ïîòðåáëåíèÿ â òå÷åíèå ñóòîê âîçíèêàþò â ïðîìåæóòêå âðåìåíè
ìåæäó 8:00 è 18:00, ðàññìîòðèì âðåìåííûå ðÿäû ( � )*C i , ( � )*X i , i K� 1 11, . . . , , è ( � )*pi , i � 1 11, . . . , , êî-
òîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýòîìó ïðîìåæóòêó, à èìåííî:
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Ðèñ. 10. Ãðàôèê îöåíêè ïåðèîäè÷åñêîãî òðåíäà äëÿ ñóòî÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè â Ðîññèè



� ,
( )

C
j m� �24 1

j m K� �[ ; ], , . . . , ,8 18 1 (26)

� ,
( )

X
j m� �24 1

j m K� �[ ; ], , . . . , ,8 18 1 (27)

� ,p j j � [ ; ].8 18 (28)

Íà ðèñ. 10 âûäåëåííûé âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè îòðåçîê ñîîòâåòñòâóåò ðàññìàòðèâàåìîìó
âðåìåíè ñóòîê.

Íà êàæäîì èíòåðâàëå èíäåêñîâ âèäà[ ( ) ; ]11 1 1 11m m� � , ãäå m K� 1, . . . , , âîçüìåì ìàêñèìóì
âðåìåííîãî ðÿäà ( � )*C i :

� , . . . , �M M K1

è ðÿäà ( � )*X i :
� , . . . , �� �M M K1 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ( � )*X i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûáîðêó èç ñëó÷àéíîé ñòàöèîíàðíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ( )*X i , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèäáåòòåðà. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
c.â. X1

* ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàêñèìàëüíî óñòîé÷èâîé. Òîãäà, ïðèìåíèâ òåîðåìó 2 (ñëó÷àé, êîãäà
ïåðèîäè÷åñêèé òðåíä ðàâåí íóëþ), ïîëó÷èì ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íîð-
ìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ ñëó÷àéíîãî ðÿäà ( )*X i — ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ

òèïîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ýòó ïðåäåëüíóþ òåîðåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, íå-
îáõîäèìî îöåíèòü ýêñòðåìàëüíûé èíäåêñ � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òèïîâ.
Äëÿ ýòîãî ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé Ïèêàíäñà:

�

ln
ln

� �

� �,
,

*
,

*

,
*

,

� i K

i K i K

i K i

X X

X X
11

11 2 11

2 11 4 11

1

2
� �

�

� K

*
,

�

	







�

�



�1

(29)

ãäå � � . . . �
,

*
,

*
,

*X X XK K K K K11 11 11 1 11 1 11� � �� — âàðèàöèîííûé ðÿä äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( � )*X i .

Äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ îöåíêè Ïèêàíäñà �
,� i K11 âîñïîëüçóåìñÿ âèçóàëüíûì

ìåòîäîì (ñì. ðàçäåë 3.1), äëÿ ÷åãî èçîáðàçèì ãðàôèê ìíîæåñòâà

{ }( ); � , , . . . , /,i i Ki K� ��� 11
1 1 11 4

è âûáåðåì íàèáîëüøóþ îáëàñòü, ãäå ãðàôèê ïðèáëèçèòåëüíî ãîðèçîíòàëåí (íà ðèñ. 11 ýòà
îáëàñòü íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ âûäåëåííûìè âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè). Òàêèì îáðàçîì,
âîçüìåì â êà÷åñòâå îöåíêè ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà îòâå÷àþùåå ýòîé îáëàñòè çíà÷åíèå
~
� � 1,4267. Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ 95%-é àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë áóäåò ðà-
âåí [0,6339; 1,6759].

Îáîçíà÷èì ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí � , . . . , �M MK1 ÷åðåç U x( ), à âåëè-
÷èí � , . . . , �� �M MK1 ÷åðåç G x( ).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñðàâíåíèþ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ G x( ) è òåîðåòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíîãî òèïà ñ èíäåêñîì

~
�. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ

QQ-ãðàôèêîì ìíîæåñòâà

A G
i

K

i

K
�

�

�

	





�

�
 � �

�

�

	





�

�


�

	








�

�

�

1 1

1

; ln
/

~
� 

�

	








�

�


�

�

�
���

�
���

�

�
���

�
���

, , . . . , .i K0 (30)
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Íà ðèñ. 12 ïî îñè X îòêëàäûâàþòñÿ êâàíòèëè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-
ìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ äàííûõ çà âû÷åòîì ïåðèîäè÷åñêîãî òðåíäà, à ïî îñè Y — êâàíòèëè
ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òèïîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíåííîìó
ýêñòðåìàëüíîìó ïàðàìåòðó

~6.
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Ðèñ. 11. Ãðàôèê îöåíêè Ïèêàíäñà ïî äàííûì çà âû÷åòîì ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé

Ðèñ. 12. QQ-ãðàôèê A



Êàê âèäíî, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A î÷åíü áëèçêî ðàñïîëîæåíû ê ïðÿìîé y ax b� � , ïî-
ñòðîåííîé ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ âçâåøåííûõ êâàäðàòîâ.

Ïðåîáðàçóåì ëèíåéíî âòîðóþ êîîðäèíàòó ( )( )/y b a� òàê, ÷òîáû òî÷êè ìíîæåñòâà A ðàñ-
ïîëàãàëèñü âäîëü ïðÿìîé y x� .

Ýòî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò íîðìèðîâêó äëÿ ìàêñèìóìîâ:

�
, . . . ,

�
.

M b

a

M b

a

K1 � �
(31)

Íà ðèñ. 13 ïî îñè X îòêëàäûâàþòñÿ êâàíòèëè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-
ìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ äàííûõ çà âû÷åòîì ïåðèîäè÷åñêîãî òðåíäà, à ïî îñè Y — ëèíåéíî
ïðåîáðàçîâàííûå êâàíòèëè ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òèïîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùåé îöåíåííîìó ýêñòðåìàëüíîìó ïàðàìåòðó

~
�.

Âîçüìåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

P x
p

a
xi

i
p
a

xi

( ) exp
� *

~

:
� *

� � �
�

�

����

	




����

�



���

�

�
1

11

�

{ }

�

�

����

�

�

����

�

����

(32)

è ïîñìîòðèì, íàñêîëüêî õîðîøî îíà ïðèáëèæàåò ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
âûáîðêè íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ (31). Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê ìíîæåñòâó

B U
i

K
at

i

K
b i�

�

�

�
���

	



��� �

�

�
���

	



����

�

�
���

	




����
�

1 1
; , �

�

��

���

�
�
��

���
0,... , ,K (33)

ãäå t i K( )/( )�1 — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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Ðèñ. 13. QQ-ãðàôèê A, ïîëó÷åííûé ïîñëå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîé êîîðäèíàòû



exp
� *

~

:
� *

� �
�

�

�
���

�

�
			

�

�

����

�

�

				

1

11 1

p

a
t

i

K

i

i
p

a
i




{ �
�

�



�

����

�

����

�

�

����

�

����

�
�

t i

K

i

K
( )}1

1
. (34)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèå, òàê êàê ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ñëåâà, ìîíî-
òîííà ïî t i K( )/( )�1 .

Ïîñòðîèì íà ïëîñêîñòè ( , )x y QQ-ãðàôèê B (ðèñ. 14).

Íà ðèñ. 14 ïî îñè X îòêëàäûâàþòñÿ êâàíòèëè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-
ìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ, à ïî îñè Y — êâàíòèëè òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èç
òåîðåìû 2, ó÷èòûâàþùåé ïåðèîäè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ.

Êàê âèäíî, òî÷êè ìíîæåñòâà B ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ïðÿìîé y x� , à ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå P ax b( )� äîñòàòî÷íî òî÷íî ïðèáëèæàåò ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ U x( ).

Ïîñêîëüêó ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â ðàññìàòðèâàåìûé èíòåðâàë âðåìåíè (ñ 8:00
äî 18:00) äîñòàòî÷íî ïëîñêàÿ, òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì ïðèìåíèòü êëàññè÷åñêóþ òåî-
ðèþ ýêñòðåìóìîâ, áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ òðåíäà, è ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó-
÷åííûìè ðàíåå.

Äëÿ îöåíêè ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà â ýòîì ñëó÷àå (ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íå âû-
÷èòàåòñÿ) ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé Ïèêàíäñà:

�

ln
ln

� �

� �,

, ,

, ,

� � �
�

�

�

 i K

i K i K

i K i K

C C

C C
11

11 2 11

2 11 4 11

1

2�

�����

�

�

						
� �

�1

1 11 4, / ,i K (35)

ãäå � � . . . �
, , ,C C CK K K K K11 11 11 1 11 1 11� � �� — âàðèàöèîííûé ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( � )C i .
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Ðèñ. 14. QQ-ãðàôèê B



Íà ðèñ. 15 ïîñòðîåí ãðàôèê ôóíêöèè � � �( � ),� i K11
1:

{ }( ); ( � ) , ,. . . , /,i i Ki K� � ��� 11
1 1 11 4 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííîé ïðîöåäóðîé âèçóàëüíî âûáèðàåì îöåíêó Ïèêàíäñà äëÿ ýêñ-
òðåìàëüíîãî èíäåêñà �:

~
,� �� 0,5079 äëÿ êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêèé 95%-é äîâåðèòåëüíûé

èíòåðâàë ðàâåí [0,4426; 1,4732].
Çàìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà ýêñòðåìàëüíîãî èíäåêñà

~ �� (0,5079) ïî âåëè÷èíå ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àåòñÿ îò îöåíêè ýêñòðåìàëüíîãî

~
� äëÿ äàííûõ çà âû÷åòîì ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé

(1,4267).
Ïîñòðîèì ïðÿìóþ y ax b� � ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ âçâåøåííûõ êâàäðàòîâ äëÿ QQ-ãðàôèêà
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Íà ðèñ. 16 èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ëèíåéíîé íîðìèðîâêå:
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Íà ðèñ. 16 ïî îñè X îòêëàäûâàþòñÿ êâàíòèëè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-
ìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ, à ïî îñè Y — êâàíòèëè òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èç
òåîðåìû 2, ïîñòðîåííîé ïî åæåäíåâíûì ìàêñèìóìàì.
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Ðèñ. 15. Ãðàôèê îöåíêè Ïèêàíäñà â çàâèñèìîñòè îò èíäåêñà ìàêñèìàëüíîé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè
(ïî åæå÷àñíûì äàííûì)



Ñðàâíèâàÿ ãðàôèêè B è D (ñì. ðèñ. 14 è 16), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ó÷åò ïå-
ðèîäè÷åñêîãî òðåíäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå õîðîøèå îöåíêè äëÿ îïèñàíèÿ ýìïèðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìîâ, ÷åì îöåíêè, ïîñòðîåííûå áåç ó÷åòà ïåðèîäè÷-
íîñòè.

4. Выводы

Ðåøàÿ çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìîâ äàííûõ ñ ïåðèîäè÷åñêèì
òðåíäîì, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâà ïîäõîäà: ïåðâûé îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ êëàññè÷åñêîé
òåîðèè ýêñòðåìóìîâ, âòîðîé — íà ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ íîðìèðîâàííûõ ìàêñèìóìîâ
âûáîðîê ñ ïñåâäîñòàöèîíàðíûì òðåíäîì, äîêàçàííîé àâòîðîì.

Ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì ïåðâîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî äàííûõ
(ìàêñèìóìîâ), ïîäëåæàùèõ îáðàáîòêå. Âòîðîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü ýòî îãðàíè÷å-
íèå, òàê êàê ó÷èòûâàåòñÿ íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêîãî òðåíäà. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ âòîðîé
ïîäõîä, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áîëüøåå êîëè÷åñòâî äàííûõ, à çíà÷èò, ïîëó÷àòü áîëåå óñòîé-
÷èâûå îöåíêè.

Äëÿ äàííûõ ñ ïåðèîäè÷åñêèì òðåíäîì ó÷åò ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòî
ïîêàçàíî êàê íà ïðèìåðå ñìîäåëèðîâàííûõ äàííûõ, òàê è íà ïðèìåðå òåìïåðàòóð âîçäóõà
â Öåíòðàëüíîé Àíãëèè è ïîòðåáëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè â Ðîññèè.
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