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Ìîäåëèðîâàíèå âîëàòèëüíîñòè:
îò óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè

ê êàñêàäàì íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå îñíîâíûå ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ âîëàòèëüíî-

ñòè öåí àêöèé è îáìåííûõ êóðñîâ â ñâÿçè ñ ýìïèðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàì âîëàòèëüíîñòè íà ìíî-

æåñòâåííûõ âðåìåííûõ ãîðèçîíòàõ è õàðàêòåðèñòèêàì ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé

ïðè âðåìåííîì àãðåãèðîâàíèè. Ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíûé îáçîð ìîäåëåé êàñêàäà âîëà-

òèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ, ïîëó÷àâøèõ ðàñïðîñòðàíåíèå â ïîñëåäíåå

äåñÿòèëåòèå.

1. Ââåäåíèå

Ì
îäåëèðîâàíèå öåí àêöèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ôèíàíñîâîé ýêîíîìèêè è, â ÷àñòíîñòè,

òåîðèé óïðàâëåíèÿ èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì è îöåíêè ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåí-

òîâ. Òàê íàçûâàåìàÿ ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì (äàëåå — MPT,

îò àíãë. modern portfolio theory), âêëþ÷àþùàÿ ïðèíöèï äèâåðñèôèêàöèè Ìàðêîâèöà

[Markowitz (1952)] è ìîäåëü îöåíêè êàïèòàëüíûõ àêòèâîâ Øàðïà—Ëèíòíåðà [Sharpe (1964)];

[Lintner (1965)], óñòàðåëà èìåííî ïîòîìó, ÷òî çàëîæåííàÿ â íåå êëþ÷åâàÿ ïðåäïîñûëêà î äè-

íàìèêå öåí îêàçàëàñü íåðåàëèñòè÷íîé è äàæå â ïðàêòè÷åñêîì ñìûñëå îïàñíîé. Äîõîäíî-

ñòè àêöèè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ìåæäó ñîáîé âî âðåìåíè ðåàëèçàöèÿìè íîðìàëüíî

ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Îäíàêî ïîèñê íîâîé ìîäåëè äî ñèõ ïîð ïðîäîëæà-

åòñÿ. Ìû ðàññìîòðèì ýìïèðè÷åñêèå ñâîéñòâà öåí àêöèé è ðàçëè÷íûå ïîïóëÿðíûå ìîäåëè

öåíîâîé äèíàìèêè, óêàçûâàÿ íà îñîáóþ ðîëü ïîíÿòèÿ «âîëàòèëüíîñòü öåí».

Îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ âûñòóïàåò èçìåí÷èâîñòü öåí àêöèé, êîòîðóþ â ôèíàíñàõ
ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü òåðìèíîì «âîëàòèëüíîñòü» (volatility). Îáû÷íî ââåäåíèå íàó÷íîé òåð-
ìèíîëîãèè èìååò öåëüþ óòî÷íèòü êàêèå-ëèáî ïðåäñòàâëåíèÿ îá îáúåêòå, îäíàêî â äàííîì
ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ãîâîðèòü, ñêîðåå, îá îáðàòíîì. Â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà è òî÷êè çðå-
íèÿ àâòîðà ñëîâî «âîëàòèëüíîñòü» â ôèíàíñàõ ìîæåò îçíà÷àòü ÿâëåíèå èçìåí÷èâîñòè öåí
(variability). Èìåííî â ýòîì ñìûñëå ìû óïîòðåáèëè åãî âûøå, à òàêæå îöåíêó ñòàíäàðòíîãî
îòêëîíåíèÿ äîõîäíîñòåé, ôèíàíñîâûé ðèñê âîîáùå, ïàðàìåòð öåíîâîé ìîäåëè ëèáî îïðå-
äåëåííîãî âèäà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå âîëàòèëüíîñòè â åãî
èñêîííîì çíà÷åíèèè èçìåí÷èâîñòè. Ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü î êîíêðåòíûõ ìîäåëÿõ, ðàññìîò-
ðèì íåñêîëüêî ïîäðîáíåå ñàìî ïîíÿòèå. Ýòî ïîçâîëèò íàì ïðîñëåäèòü ëîãèêó ðàçâèòèÿ
ñâÿçàííûõ ñ íèì ìîäåëåé.

Ïåðâàÿ ìîäèôèêàöèÿ çíà÷åíèÿ òåðìèíà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî íàçâàíèå ÿâëåíèÿ èçìåí÷èâî-
ñòè ñòàëî ïðèìåíÿòüñÿ ê íàèáîëåå î÷åâèäíîìó ñïîñîáó åå îöåíêè — ñòàíäàðòíîìó îòêëî-
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íåíèþ äîõîäíîñòè àêöèé. Ýòà òðàêòîâêà ëîãè÷íî âñòðàèâàåòñÿ â êîíöåïöèþ MPT, êîòîðàÿ
òàêæå íàçûâàåòñÿ òåîðèåé ñðåäíåãî — âàðèàöèè ( mean — variance), ïîñêîëüêó èìåííî
ñðåäíåå çíà÷åíèå è âàðèàöèÿ (äèñïåðñèÿ) îòðàæàþò âñþ ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ îá àêòèâå,
åñëè åãî äîõîäíîñòü ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, êàê ïðåäïîëàãàåò êëàññè÷åñêàÿ
òåîðèÿ Ìàðêîâèöà [Markowitz (1952)]1. Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè ðèñê ìîäåëèðóåò-
ñÿ ñòàòè÷åñêè (êàæäàÿ àêöèÿ èìååò íåêîòîðûé ïðèñóùèé åé íåèçìåííûé óðîâåíü ðèñêà),
ïîýòîìó «âîëàòèëüíîñòü — ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå» ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê îöåíêà ïîñòî-
ÿííîãî ïàðàìåòðà â ïðîñòåéøåé ìîäåëè äîõîäíîñòè àêöèé. Ýòî îïðåäåëåíèå âîëàòèëüíî-
ñòè óêîðåíèëîñü è óïîòðåáëÿåòñÿ äî ñèõ ïîð â ïðîôåññèîíàëüíîé ñðåäå.

Ïîÿâëåíèå â 1973 ã. ìîäåëè îöåíêè îïöèîíîâ Áëýêà—Øîóëçà—Ìåðòîíà [Black and
Scholes (1973)]; [Merton (1973)], ïîìèìî ïðî÷åãî, èçìåíèëî ïðåäñòàâëåíèå î âîëàòèëüíîñòè.
Áëýê è Øîóëç èñïîëüçóþò íåïðåðûâíóþ äèôôóçèþ (ãåîìåòðè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæå-
íèå) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öåí:
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ãäå S t — öåíà àêöèè;

 — íåñëó÷àéíûé òðåíä;
Wt — ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ (áðîóíîâñêîå äâèæåíèå).

Â äàííîé ìîäåëè ïàðàìåòð � òàêæå íàçûâàåòñÿ âîëàòèëüíîñòüþ. Ïîñêîëüêó ëîãàðèôìû
äîõîäíîñòåé çà ëþáûå èíòåðâàëû âðåìåíè, ðàññ÷èòàííûå ïî öåíàì ñëåäóþùèõ (1), ðàñïðå-
äåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, ìîäåëü òàêæå íàçûâàþò ëîãíîðìàëüíîé äèôôóçèåé.

Î÷åíü ñêîðî ñòàëî ÿñíî, ÷òî óðàâíåíèå (1) ïëîõî îïèñûâàåò äåéñòâèòåëüíîñòü. Ïàðàìåò-
ðû óðàâíåíèÿ (1) îäíîçíà÷íî çàäàþò öåíû îïöèîíîâ äëÿ ëþáûõ äàò è öåí èñïîëíåíèÿ. Ïî-
ýòîìó, íàáëþäàÿ öåíû ðàçëè÷íûõ îïöèîíîâ íà ðûíêå, ìû ìîæåì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè, îá-
ðàòíîé ôîðìóëå Áëýêà—Øîóëçà, îöåíèòü�. Ïîëó÷àåìàÿ òàêèì ñïîñîáîì îöåíêà íàçûâàåòñÿ
âìåíåííîé âîëàòèëüíîñòüþ (implied volatility) â ïðîòèâîïîëîæíîñòü èñòîðè÷åñêîé âîëà-
òèëüíîñòè (historical volatility). Âîïðåêè ïðåäñêàçàíèþ ìîäåëè Áëýêà—Øîóëçà ýìïèðè÷å-
ñêèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âìåíåííàÿ âîëàòèëüíîñòü íåîäèíàêîâà äëÿ îïöèîííûõ
êîíòðàêòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè. Ýòîò ôåíîìåí èçâåñòåí êàê «óëûáêà âîëàòèëüíîñòè»
(volatility smile). Îí ïîëó÷èë íàçâàíèå èç-çà õàðàêòåðíîé âûïóêëîé ôîðìû ãðàôèêà îöåíêè �
â çàâèñèìîñòè îò öåíû èñïîëíåíèÿ îïöèîíà.

Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå óòâåðäèëñÿ òåðìèí «îæèäàåìàÿ» âîëàòèëüíîñòü êàê ïåðå-
âîä àíãëèéñêîãî ñëîâà implied. Åãî óïîòðåáëåíèå ìîòèâèðîâàíî òåì, ÷òî âîëàòèëüíîñòü èç-
ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè è äëÿ îöåíêè îïöèîíîâ ñëåäîâàëî áû èñïîëüçîâàòü áóäóùóþ âîëà-
òèëüíîñòü, à íå íàáëþäàâøóþñÿ â ïðîøëîì. Òîãäà íåñîâïàäåíèå èñòîðè÷åñêîé è âìåíåí-
íîé âîëàòèëüíîñòåé ìîæíî áûëî áû îáúÿñíèòü òåì, ÷òî èíâåñòîðû îæèäàþò èçìåíåíèÿ
âîëàòèëüíîñòè â áóäóùåì. Îäíàêî, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, îòîæäåñòâëåíèå îæèäàåìîé
è âìåíåííîé âîëàòèëüíîñòåé íåêîððåêòíî, ïîñêîëüêó âìåíåííàÿ âîëàòèëüíîñòü — âñåãî
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1 Â òåîðèè äèâåðñèôèêàöèè Ìàðêîâèöà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ óïðîùàþùàÿ ïðåäïîñûëêà:
ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî èíâåñòîðà èìååò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ò. å. çàâèñèò ëèøü îò ïåðâûõ
äâóõ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòè.



ëèøü ðåçóëüòàò èñïîëüçîâàíèÿ êîíêðåòíîé ìîäåëè îöåíêè îïöèîíîâ. Çíà÷åíèÿ âìåíåííîé
âîëàòèëüíîñòè ìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò öåí èñïîëíåíèÿ è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê îïöèî-
íîâ. Íåëüçÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îæèäàíèÿ èíâåñòîðîâ â îòíîøåíèè èçìåí÷èâîñòè öåí àêöèé
çàâèñÿò îò ñâîéñòâ ïðîèçâîäíûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Óêàçàííîå íåñîâïàäåíèå —
ñëåäñòâèå îøèáî÷íîñòè ïðåäïîñûëîê ìîäåëè, à íå èçìåíÿþùèõñÿ îæèäàíèé. Ïîýòîìó ìû
îòêàçûâàåìñÿ îò ðàñïðîñòðàíåííîé, íî íåóäà÷íîé òåðìèíîëîãèè â ïîëüçó ìåíåå óïîòðåáè-
ìîãî, íî áîëåå òî÷íîãî òåðìèíà2.

Ñêàçàííîå âûøå íå îçíà÷àåò, ÷òî âìåíåííàÿ âîëàòèëüíîñòü íå ñîäåðæèò ïîëåçíîé èí-
ôîðìàöèè î áóäóùåé èçìåí÷èâîñòè öåí. Äåéñòâèòåëüíî, âìåíåííàÿ âîëàòèëüíîñòü øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîãíîçà âîëàòèëüíîñòè. Â îöåíêå ïðîèçâîäíûõ èíñòðóìåíòîâ âìåíåííàÿ
âîëàòèëüíîñòü èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ýêñòðàïîëèðîâàòü íàáëþäàå-
ìûå ðûíî÷íûå äàííûå äëÿ îöåíêè íîâûõ ïðîèçâîäíûõ èíñòðóìåíòîâ [Dupire (1993, 1994)];
[Avellaneda, Friedman, et al. (1997)]. Íåñìîòðÿ íà ýòè óñïåõè, áîëåå àäåêâàòíàÿ, ÷åì (1), ìî-
äåëü äëÿ ðûíî÷íûõ öåí âñå æå áûëà áû ïîëåçíà êàê äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ èíñòðóìåíòîâ,
òàê è äëÿ óïðàâëåíèÿ èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì. Óæå â ðàáîòå Ìåðòîíà [Merton (1973)]
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð âîëàòèëüíîñòè � çàâèñèò îò âðåìåíè. Åùå ðàíåå
Ìàíäåëüáðîò [Mandelbrot (1963)] îïèñûâàåò ýìïèðè÷åñêèå ñâîéñòâà äîõîäíîñòåé, êîòîðûå
íå ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè ëîãíîðìàëüíîé äèôôóçèè, ïðåäëàãàÿ ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðî-
êèé êëàññ Ëåâè-óñòîé÷èâûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ôèíàíñî-
âîé òåîðèè ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî âîëàòèëüíîñòü ñàìà ñòàëà ðàññìàòðèâàòüñÿ íå êàê ïàðàìåòð
(ïóñòü äàæå èçìåíÿþùèéñÿ âî âðåìåíè), à êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Òàêèì îáðàçîì, òåðìèí «âîëàòèëüíîñòü» â ôèíàíñàõ ïðåòåðïåë êðóãîâóþ ýâîëþöèþ:
îò îáîçíà÷åíèÿ ÿâëåíèÿ èçìåí÷èâîñòè ê ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêå, çàòåì ê ïàðàìåòðó ìîäåëè,
è, íàêîíåö, ê ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó, êîòîðûé âíîâü õàðàêòåðèçóåò èçìåí÷èâîñòü öåí â öåëîì.
Áîëåå òî÷íî âîëàòèëüíîñòü ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ÷åðåç ñòðóêòóðó óñëîâíûõ ìîìåíòîâ
âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ðàñïðåäåëåíèé äîõîäíîñòè, ãäå â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñò-
âà âûñòóïàþò ïðîøëûå íàáëþäåíèÿ öåí. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (1) ýòà õàðàêòåðèñòèêà äàåòñÿ
îäíèì ïàðàìåòðîì, â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ — ñàìîñòîÿòåëüíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

Äàííóþ ñòàòüþ ìû íà÷èíàåì ñ îáçîðà ýìïèðè÷åñêèõ ñâîéñòâ âîëàòèëüíîñòè (òàê íàçû-
âàåìûõ «ñòèëèçîâàííûõ ôàêòîâ») è çàòåì îïèñûâàåì òðàäèöèîííûå ïîäõîäû ê åå ìîäåëèðî-
âàíèþ (óñëîâíàÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü è ñòîõàñòè÷åñêàÿ âîëàòèëüíîñòü), êîòîðûå ïîçâîëÿ-
þò â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ó÷èòûâàòü ýòè ñâîéñòâà. Õîòÿ ìíîãèå ïðåäëîæåííûå ìîäåëè äîñ-
òàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàþò îòäåëüíûå ýìïèðè÷åñêèå ôàêòû, íè îäíà èç íèõ íå ìîæåò
ñ÷èòàòüñÿ ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðèòåëüíîé äëÿ îïèñàíèÿ âñåé ñòðóêòóðû èçìåí÷èâîñòè öåí.
Â ÷àñòíîñòè, áîëüøèíñòâî òðàäèöèîííûõ ìîäåëåé íå ïîçâîëÿþò ðåàëèñòè÷íî ó÷èòûâàòü äè-
íàìèêó äîõîäíîñòåé îäíîâðåìåííî íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ãîðèçîíòàõ (îò íåñêîëüêèõ
ìèíóò äî íåñêîëüêèõ ìåñÿöåâ), ÷òî èìååò áîëüøîé òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.
Ïðè ýòîì ñòèëèçîâàííûå ôàêòû â îòíîøåíèè âîëàòèëüíîñòè òåñíî ñâÿçàíû ñ îñîáåííîñòÿ-
ìè äèíàìèêè äîõîäíîñòåé, ðàññìàòðèâàåìûõ íà ðàçëè÷íûõ ãîðèçîíòàõ (ò. å. ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçëè÷íîé ÷àñòîòå íàáëþäåíèÿ öåíû îäíîãî è òîãî æå àêòèâà). Ìû ðàññìàòðèâàåì ñî-
âðåìåííûå ìîäåëè óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè è ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè, èñ-
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2 Åùå îäíèì âàðèàíòîì áûëî áû èñïîëüçîâàíèå êàëüêè ñ àíãëèéñêîãî — «èìïëèöèðîâàííàÿ» âîëàòèëüíîñòü,
åãî ìû îòâåðãàåì ïî ñòèëèñòè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì.



ïîëüçóþùèå êîíöåïöèþ ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòîâ, è îáñóæäàåì îñíîâíûå íåðåøåííûå
çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ýòîé êîíöåïöèåé.

2. Ýìïèðè÷åñêèå ñâîéñòâà âîëàòèëüíîñòè

Ìíîãî÷èñëåííûå ýìïèðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ôèíàíñîâûå âðåìåííûå
ðÿäû îáëàäàþò ðÿäîì îáùèõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü «ñòèëèçîâàííûìè ôàêòà-
ìè». Ðåàëèñòè÷íàÿ ìîäåëü öåí äîëæíà âîñïðîèçâîäèòü ýòè ñâîéñòâà, ïîýòîìó êðàòêî îõà-
ðàêòåðèçóåì èõ. Áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð ìîæíî íàéòè â [Cont (2001)].

� Èçáûòî÷íàÿ âîëàòèëüíîñòü. Íàáëþäàåìóþ ñòåïåíü èçìåí÷èâîñòè öåí íà àêöèè

òðóäíî îáúÿñíèòü èçìåíåíèÿìè ôóíäàìåíòàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Â ÷àñòíî-

ñòè, áîëüøèå ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ äîõîäíîñòè (êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëü-

íûå) ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì îáúÿñíèòü ïîñòóïëåíèåì íà ðûíîê íîâîé èíôîðìà-

öèè [Cutler, Poterba, et al. (1989)].

� Îòñóòñòâèå ëèíåéíîé êîððåëÿöèè äîõîäíîñòåé. Äîõîäíîñòè àêöèé, âçÿòûå çà äîñ-

òàòî÷íî äëèííûå èíòåðâàëû âðåìåíè (îäèí äåíü è áîëåå), èìåþò ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷è-

ìóþ ëèíåéíóþ êîððåëÿöèþ. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ãèïîòåçîé ýôôåêòèâíîñòè ðûíêà [Fama

(1970)] è îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè MPT, èñïîëüçóþùèìè ìàðòèíãàëüíûå ìåðû.

� Êëàñòåðèçàöèÿ âîëàòèëüíîñòè è äîëãàÿ ïàìÿòü â àáñîëþòíûõ çíà÷åíèÿõ äîõîä-

íîñòåé. Âðåìåííîé ðÿä çíà÷åíèé äîõîäíîñòè, âçÿòûõ ïî ìîäóëþ, õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷è-

ìîé àâòîêîððåëÿöèåé, ïðè÷åì àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ óáûâàåò ìåäëåííî (òàê íàçû-

âàåìûé ýôôåêò äàëüíèõ êîððåëÿöèé). Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàþòñÿ ïðîäîëæèòåëüíûå ïå-

ðèîäû âûñîêîé è íèçêîé âîëàòèëüíîñòè [Bollerslev, Chou et al. (1992)]; [Ding, Granger, et al.

(1993)]; [Ding and Granger (1996)].

� Ñâÿçü ìåæäó îáúåìîì òîðãîâ è âîëàòèëüíîñòüþ. Âîëàòèëüíîñòü öåí ïîëîæèòåëü-

íî êîððåëèðîâàíà ñ îáúåìîì òîðãîâ, ïðè÷åì äëÿ ïîñëåäíåãî õàðàêòåðíû òå æå ñâîéñòâà

äëèííîé ïàìÿòè, ÷òî è äëÿ àáñîëþòíûõ çàí÷åíèé äîõîäíîñòè [Lobato and Velasco (2000)].

� Îñòðîâåðøèííîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé. Áåçóñëîâíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå äíåâíûõ äîõîäíîñòåé õàðàêòåðèçóåòñÿ «òÿæåëûìè» õâîñòàìè, ò. å. âûñîêîé âå-

ðîÿòíîñòüþ íàáëþäàòü ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ [Mandelbrot (1963)]; [Fama (1965)].

� Ôîðìà âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé äîõîäíîñòè ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè

îò èíòåðâàëîâ âðåìåíè, çà êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ äîõîäíîñòè [Ghashghaie, Breymann,

et al. (1996)]; [Arneodo, Muzy, et al. (1998)]. Ðàñïðåäåëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé çà

äëèòåëüíûå èíòåðâàëû âðåìåíè áëèçêè ê íîðìàëüíîìó çàêîíó, òîãäà êàê ðàñïðåäåëåíèÿ

äîõîäíîñòåé çà êîðîòêèå èíòåðâàëû âðåìåíè (5–30 ìèí) õàðàêòåðèçóþòñÿ «òÿæåëûìè» õâîñ-

òàìè.

Èç óêàçàííûõ ñòèëèçîâàííûõ ôàêòîâ íàñ îñîáåííî áóäóò èíòåðåñîâàòü ñâîéñòâà, ñâçÿàí-
íûå ñ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé (autocorrelation function, ACF) è ôîðìîé âåðîÿòíîñò-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòåé è èõ àìïëèòóä. Äàäèì îïðåäåëåíèå ôåíîìåíà äëèííîé
ïàìÿòè, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â òåðìèíàõ àâòîêîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè3.

� Êîíñóëüòàöèè
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3 Áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ñâîéñòâ ïðîöåññîâ ñ äëèííîé ïàìÿòüþ ñì., íàïðèìåð, [Samorodnitsky
(2007)].



Ñòàöèîíàðíûé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ X t ñ êîíå÷íîé âàðèàöèåé èìååò äëèííóþ ïàìÿòü,
åñëè åãî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ � � � �C X Xt t@ @� �corr , ïðè @<A óáûâàåò ñ óâåëè÷å-
íèåì ëàãà íå ìåäëåííåå, ÷åì ïî ñòåïåííîìó çàêîíó (ò. å. ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñêîðîñòüþ):

� �
� �

C
L

d
@

@
@

~
1 2�

, (2)

ãäå 0
1

2
$ $d è ôóíêöèÿ ��L � äëÿ B x > 0 ïðè t <A óäîâëåòâîðÿåò

� �

� �

L xt

L t
< 1.

Ïðîöåññ èìååò êîðîòêóþ ïàìÿòü, åñëè åãî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ óáûâàåò íå áû-
ñòðåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî, ò. å.:

� �C D � %A c C Ac0 0 1, , : | ( )|@ @ . (3)

Â äàííîì îïðåäåëåíèè òåõíè÷åñêîå óñëîâèå, íàëàãàåìîå íà ôóíêöèþ L( )� , îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ áåñêîíå÷íîãî ëàãà @ ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà âàðüèðîâàòü áåñêîíå÷íî ñëàáî. Ïîä÷åðêíåì
òàêæå, ÷òî â îïðåäåëåíèè ðå÷ü èäåò î òåîðåòè÷åñêîé ACF, îïðåäåëÿåìîé ìîäåëüþ, à íå
î åå âûáîðî÷íîé îöåíêå. Êàê ìû óâèäèì, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âûáîðî÷íàÿ ACF èìååò ñâîéñò-
âà, ïîõîæèå íà çàäàâàåìûå âûðàæåíèåì (2), îäíàêî òåîðåòè÷åñêàÿ ACF òàêèìè ñâîéñòâàìè
íå îáëàäàåò.

Äîëãàÿ ïàìÿòü òàêæå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà äëÿ âðåìåííîãî ðÿäà X t ÷åðåç ðàñõî-
æäåíèå åãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ó îñíîâàíèÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó:

� �E Ex u c u~
��

, (4)

ãäå ��Ex � — ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè;
� — ìàñøòàáèðóþùèé ïàðàìåòð;
cE — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ôîðìà ïñåâäîñïåêòðà äëÿ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé
äîõîäíîñòè íå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (4).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýìïèðè÷åñêèå ñâîéñòâà äîõîäíîñòåé íà äàííûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ
ôîíäîâûõ èíäåêñîâ. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî äâà òèïà äàííûõ: ñîáðàííûå ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé
(âíóòðèäíåâíûå íàáëþäåíèÿ) çà íåáîëüøîé îòðåçîê âðåìåíè è ñîáðàííûå ñ äíåâíîé ÷àñòî-
òîé çà î÷åíü áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Çíà÷åíèÿ ôðàíöóçñêîãî èíäåêñà CAC40 çà ïå-
ðèîä ñ 20 ìàðòà 1995 ã. ïî 29 äåêàáðÿ 2006 ã. íàáëþäàþòñÿ åæåäíåâíî ñ 15-ìèíóòíûìè èí-
òåðâàëàìè (100 881 íàáëþäåíèå), à äëÿ àìåðèêàíñêîãî ïðîìûøëåííîãî èíäåêñà Äîó—
Äæîíñà ñ 26 ìàÿ 1896 ã. ïî 10 îêòÿáðÿ 2007 ã. íàáëþäàþòñÿ åæåäíåâíûå öåíû çàêðûòèÿ
(28 864 íàáëþäåíèÿ)4.

Îïðåäåëèì äîõîäíîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t T� 1, ,� çà èíòåðâàë âðåìåíè @ êàê èçìåíå-
íèå ëîãàðèôìà öåíû àêöèè S:

r S St t t� � �ln( ) ln( ).@ (5)
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4 Çà ðàìêàìè ñòàòüè îñòàåòñÿ çàäà÷à îáðàáîòêè àíàëèçèðóåìûõ íàáëþäåíèé ïðè íàëè÷èè ïðîïóùåííûõ äàí-
íûõ, à òàêæå ýôôåêò ïåðèîäè÷íîñòè ñòåïåíè èçìåí÷èâîñòè äîõîäíîñòè ïðè âûñîêî÷àñòîòíûõ äàííûõ — Ïðèì.

íàó÷. ðåä.



Çà ìåðó âîëàòèëüíîñòè (ñòåïåíè èçìåí÷èâîñòè öåí áåç ó÷åòà çíàêà) áóäåì ïðèíèìàòü | |rt .
Îòìåòèì, ÷òî ñõîäíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàáëþäàòü è äëÿ êâàäðàòîâ äîõîäíîñòè, è â îáùåì
äëÿ | |rt

� [Bollerslev, Chou, et al. (1992)]; [Ding, Granger, et al. (1993)]; [Ding and Granger (1996)].
Îäíàêî äëÿ � � 1 ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ áîëåå âûðàæåííûìè [Ding, Granger, et al. (1993)];
[Ghysels, Santa-Clara, et al. (2006)]; [Forsberg and Ghysels (2007)].

Íà ðèñ. 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû âðåìåííûå ðÿäû çíà÷åíèé èíäåêñà, à òàêæå äîõîäíîñòè, ðàñ-
ñ÷èòûâàåìûå çà ðàçíûå èíòåðâàëû âðåìåíè. Äëÿ èíäåêñà CAC40 ðàññ÷èòûâàþòñÿ 15-ìèíóò-
íûå, äíåâíûå è íåäåëüíûå äîõîäíîñòè, äëÿ ïðîìûøëåííîãî èíäåêñà Äîó Äæîíñà — äíåâ-
íûå, ìåñÿ÷íûå è êâàðòàëüíûå äîõîäíîñòè. Íà äàííûõ äëÿ îáîèõ èíäåêñîâ ìîæíî íàáëþäàòü
ôåíîìåí êëàñòåðèçàöèè âîëàòèëüíîñòè — ïåðèîäû âûñîêèõ (êàê ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è îò-
ðèöàòåëüíûõ) çíà÷åíèé äîõîäíîñòè, äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíûå è óñòîé÷èâûå, ñìåíÿþò-
ñÿ ïåðèîäàìè ñðàâíèòåëüíî íèçêîé âîëàòèëüíîñòè. Ïðè ýòîì ïåðèîäû ðîñòà èíäåêñà ðåäêî
ñîïðîâîæäàþòñÿ âûñîêîé âîëàòèëüíîñòüþ. Êàê ïðàâèëî, áîëüøèå êîëåáàíèÿ äîõîäíîñòåé
íàáëþäàþòñÿ íà ïåðåëîìàõ òðåíäà è ïðè ïàäåíèÿõ èíäåêñîâ.

Ðàññìîòðèì ôîðìó âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé äîõîäíîñòåé, ðàññ÷èòàííûõ çà
ðàçíûå èíòåðâàëû âðåìåíè (ðèñ. 3 è 4). Äëÿ 15-ìèíóòíûõ äîõîäíîñòåé íà èíäåêñ CAC40
áðîñàåòñÿ â ãëàçà îñòðîâåðøèííîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ: ðàñõîæäåíèå ñ íîðìàëüíîé êðè-
âîé äëÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ñóùåñòâåííûì. Ïî ìåðå ñíèæåíèÿ
÷àñòîòû íàáëþäåíèé ðàñõîæäåíèå ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì óìåíüøàåòñÿ. Ýòîò
ýôôåêò ìîæíî ñâÿçàòü ñ äåéñòâèåì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû, õîòÿ ñðåäè èññëå-
äîâàòåëåé íåò óâåðåííîñòè ïî ïîâîäó âûïîëíåíèÿ åå ïðåäïîñûëîê. Äëÿ íåäåëüíûõ äî-
õîäíîñòåé âñå åùå íàáëþäàþòñÿ «òÿæåëûå» õâîñòû, îñîáåííî â ëåâîé ÷àñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé íåãàòèâíûì äîõîäíîñòÿì. È âñå æå ñðàâíèòåëüíî íåáîëü-
øîå êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé íà ýòîé ÷àñòîòå (590) íå ïîçâîëÿåò â ïîëíîé ìåðå ñóäèòü
î ðàñïðåäåëåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé äîõîäíîñòåé. Äëÿ èíäåêñà Äîó—Äæîíñà èìå-
åì ñðàâíèòåëüíî áîëüøóþ âûáîðêó íåäåëüíûõ äîõîäíîñòåé (2953 íàáëþäåíèÿ). Ýêñòðå-
ìàëüíûå íåãàòèâíûå äîõîäíîñòè è çäåñü íàáëþäàþòñÿ ñóùåñòâåííî ÷àùå, ÷åì ïðåäñêà-
çûâàåò íîðìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü. Äëÿ ìåñÿ÷íûõ íàáëþäåíèé ðàñõîæäåíèÿ
â õâîñòàõ óìåíüøàþòñÿ, îäíàêî ñíîâà ðàçìåð âûáîðêè îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ
îêîí÷àòåëüíûõ âûâîäîâ.

Íà äàííîì ýòàïå êîíñòàòèðóåì, ÷òî õîòÿ ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ÷àñòîòû íàáëþäåíèé ðàñ-
ïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé ïðèáëèæàåòñÿ ê íîðìàëüíîìó, ïðèáëèæåíèå ýòî ïðîèñõîäèò
êðàéíå ìåäëåííî. Ìåñÿ÷íûå ëîãàðèôìè÷åñêèå äîõîäíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó áî-
ëåå 600 15-ìèíóòíûõ äîõîäíîñòåé, ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-
ðåìû â êëàññè÷åñêîé ôîðìå ñëåäîâàëî áû îæèäàòü, ÷òî èõ ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî áûòü
î÷åíü áëèçêî ê ãàóññîâñêîìó. È âñå æå îñòðîâåðøèííîñòü ïîëíîñòüþ íå èñ÷åçàåò äàæå íà
ýòîì äëèííîì ãîðèçîíòå. Êàê ïîêàæåì äàëåå, âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè äîñòàòî÷íî äëèí-
íûé ãîðèçîíò, íà êîòîðîì ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì, èìååò âàæíîå
çíà÷åíèå äëÿ ìîäåëåé âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ. Òåì íå ìåíåå î÷åâèä-
íî, ÷òî âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü ñòðîãèé ýìïèðè÷åñêèé âûâîä íåò: åñëè òàêîé ãîðèçîíò è ñó-
ùåñòâóåò, îí äîëæåí áûòü âåñüìà äëèííûì (áîëåå 3 ìåñÿöåâ), íî äëÿ ïðîâåðêè íîðìàëüíî-
ñòè íà ïîäîáíûõ ãîðèçîíòàõ íåäîñòàòî÷íî äàííûõ (âðåìåííîé ðÿä çíà÷åíèé ïðîìûøëåííî-
ãî èíäåêñà Äîó—Äæîíñà, êîòîðûé ìû èñïîëüçóåì, ÿâëÿåòñÿ ñàìûì äîëãèì èç äîñòóïíûõ
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â ôèíàíñàõ).
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Ðèñ. 1. Äîõîäíîñòü íà èíäåêñ CAC40:

a — ãðàôèê çíà÷åíèé èíäåêñà; á — ãðàôèê 15-ìèíóòíûõ äîõîäíîñòåé (100 880 íàáëþäåíèé); â — ãðàôèê äíåâíûõ äîõîäíîñòåé

(2953 íàáëþäåíèÿ); ã — ãðàôèê íåäåëüíûõ äîõîäíîñòåé (590 íàáëþäåíèé)

Ïðèìå÷àíèå. Euronext, çíà÷åíèÿ èíäåêñà CAC40 ñ 20 ìàðòà 1995 ã. ïî 29 äåêàáðÿ 2006 ã. ñ 15-ìèíóòíûìè
èíòåðâàëàìè (100 881 íàáëþäåíèå).
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Ðèñ. 2. Äîõîäíîñòü íà ïðîìûøëåííûé èíäåêñ Äîó—Äæîíñà:

a — ãðàôèê çíà÷åíèé èíäåêñà (äëÿ íàãëÿäíîñòè çíà÷åíèÿ èíäåêñà ïðèâåäåíû ê áàçå 100 íà íà÷àëî ïåðèîäà è çàòåì íà 1 ÿíâàðÿ

1979 ã.); á — ãðàôèê äíåâíûõ äîõîäíîñòåé (28 863 íàáëþäåíèÿ); â — ãðàôèê ìåñÿ÷íûõ äîõîäíîñòåé (2953 íàáëþäåíèÿ);

ã — ãðàôèê êâàðòàëüíûõ äîõîäíîñòåé (444 íàáëþäåíèÿ)

Ïðèìå÷àíèå. Dow Jones Indexes, äíåâíûå çíà÷åíèÿ ïðîìûøëåííîãî èíäåêñà Äîó—Äæîíñà ñ 26 ìàÿ
1896 ã. ïî 10 îêòÿáðÿ 2007 ã. (28 864 íàáëþäåíèÿ).
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Ðèñ. 3. Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé íà èíäåêñ CAC40:

a1 — ãèñòîãðàììà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è åå ïðèáëèæåíèå íîðìàëüíîé êðèâîé äëÿ 15-ìèíóòíûõ äîõîäíîñòåé (100 880 íà-

áëþäåíèé); a2 — âåðîÿòíîñòíûé ãðàôèê äëÿ òåõ æå äàííûõ, ò. å. ôóíêöèÿ íàáëþäàåìîãî êóìóëÿòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ñðàâíå-

íèè ñ ôóíêöèåé òåîðåòè÷åñêîãî êóìóëÿòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ (åñëè òåîðåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå õîðî-

øî ïðèáëèæàåò íàáëþäàåìîå ðàñïðåäåëåíèå, òî âñå òî÷êè ãðàôèêà äîëæíû ïîïàñòü íà äèàãîíàëüíóþ ëèíèþ); b1, 2 — òî æå äëÿ

äíåâíûõ äîõîäíîñòåé (2953 íàáëþäåíèÿ); c1, 2 — òî æå äëÿ íåäåëüíûõ äîõîäíîñòåé (590 íàáëþäåíèé)

Ïðèìå÷àíèå. Euronext, çíà÷åíèÿ èíäåêñà CAC40 ñ 20 ìàðòà 1995 ã. ïî 29 äåêàáðÿ 2006 ã. ñ 15-ìèíóòíûìè
èíòåðâàëàìè (100 881 íàáëþäåíèå).
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Ðèñ. 4. Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé íà ïðîìûøëåííûé èíäåêñ Äîó—Äæîíñà:

a1 — ãèñòîãðàììà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è åå ïðèáëèæåíèå íîðìàëüíîé êðèâîé äëÿ äíåâíûõ äîõîäíîñòåé (28 863 íàáëþäå-

íèÿ); a2 — âåðîÿòíîñòíûé ãðàôèê äëÿ òåõ æå äàííûõ, ò. å. ôóíêöèÿ íàáëþäàåìîãî êóìóëÿòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ñðàâíåíèè

ñ ôóíêöèåé òåîðåòè÷åñêîãî êóìóëÿòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ (åñëè òåîðåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå õîðîøî

ïðèáëèæàåò íàáëþäàåìîå ðàñïðåäåëåíèå, òî âñå òî÷êè ãðàôèêà äîëæíû ïîïàñòü íà äèàãîíàëüíóþ ëèíèþ); b1, 2 — òî æå äëÿ

ìåñÿ÷íûõ äîõîäíîñòåé (2953 íàáëþäåíèÿ); c1, 2 — òî æå äëÿ êâàðòàëüíûõ äîõîäíîñòåé (444 íàáëþäåíèÿ)

Ïðèìå÷àíèå. Dow Jones Indexes, äíåâíûå çíà÷åíèÿ ïðîìûøëåííîãî èíäåêñà Äîó—Äæîíñà ñ 26 ìàÿ
1896 ã. ïî 10 îêòÿáðÿ 2007 ã. (28 864 íàáëþäåíèÿ).
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Ðèñ. 5. Âûáîðî÷íàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äîõîäíîñòåé íà èíäåêñ CAC40:

a — àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ 15-ìèíóòíûõ äîõîäíîñòåé (100 880 íàáëþäåíèé); á — òî æå äëÿ äíåâíûõ äîõîäíîñòåé

(2953 íàáëþäåíèÿ); â — òî æå äëÿ íåäåëüíûõ äîõîäíîñòåé (590 íàáëþäåíèé); ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû äîâåðèòåëüíûå

èíòåðâàëû äëÿ àâòîêîððåëÿöèé â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî äàííûå ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèì áåëûì øóìîì

Ïðèìå÷àíèå. Euronext, çíà÷åíèÿ èíäåêñà CAC40 ñ 20 ìàðòà 1995 ã. ïî 29 äåêàáðÿ 2006 ã. ñ 15-ìèíóòíûìè
èíòåðâàëàìè (100 881 íàáëþäåíèå).
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Ðèñ. 6. Âûáîðî÷íàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äîõîäíîñòåé íà ïðîìûøëåííûé èíäåêñ Äîó—Äæîíñà:

a — àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äíåâíûõ äîõîäíîñòåé (28 863 íàáëþäåíèÿ); á — òî æå äëÿ ìåñÿ÷íûõ äîõîäíîñòåé (2953 íà-

áëþäåíèÿ); â — òî æå äëÿ êâàðòàëüíûõ äîõîäíîñòåé (444 íàáëþäåíèÿ); ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

äëÿ àâòîêîððåëÿöèé â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî äàííûå ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèì áåëûì øóìîì

Ïðèìå÷àíèå. Dow Jones Indexes, äíåâíûå çíà÷åíèÿ ïðîìûøëåííîãî èíäåêñà Äîó—Äæîíñà ñ 26 ìàÿ
1896 ã. ïî 10 îêòÿáðÿ 2007 ã. (28 864 íàáëþäåíèÿ).
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Ðèñ. 7. Âûáîðî÷íàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ àìïëèòóä äîõîäíîñòåé íà èíäåêñ CAC40:

a — àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ 15-ìèíóòíûõ äîõîäíîñòåé (çíà÷åíèÿ äîõîäíîñòè âçÿòû ïî ìîäóëþ); á — òî æå äëÿ äíåâíûõ

äîõîäíîñòåé (çíà÷åíèÿ äîõîäíîñòè âçÿòû ïî ìîäóëþ); â — òî æå äëÿ íåäåëüíûõ äîõîäíîñòåé (çíà÷åíèÿ äîõîäíîñòè âçÿòû ïî ìîäó-

ëþ); ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ àâòîêîððåëÿöèé â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî äàííûå ÿâëÿþòñÿ

ãàóññîâñêèì áåëûì øóìîì

Ïðèìå÷àíèå. Euronext, çíà÷åíèÿ èíäåêñà CAC40 ñ 20 ìàðòà 1995 ã. ïî 29 äåêàáðÿ 2006 ã. ñ 15-ìèíóòíûìè
èíòåðâàëàìè (100 881 íàáëþäåíèå).
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Ðèñ. 8. Âûáîðî÷íàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ àìïëèòóä äîõîäíîñòåé íà ïðîìûøëåííûé èíäåêñ Äîó—Äæîíñà:

a — àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äíåâíûõ äîõîäíîñòåé (çíà÷åíèÿ äîõîäíîñòè âçÿòû ïî ìîäóëþ); á — òî æå äëÿ ìåñÿ÷íûõ

äîõîäíîñòåé (çíà÷åíèÿ äîõîäíîñòè âçÿòû ïî ìîäóëþ); â — òî æå äëÿ êâàðòàëüíûõ äîõîäíîñòåé (çíà÷åíèÿ äîõîäíîñòè âçÿòû

ïî ìîäóëþ); ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ àâòîêîððåëÿöèé â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî äàííûå

ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèì áåëûì øóìîì

Ïðèìå÷àíèå. Dow Jones Indexes, äíåâíûå çíà÷åíèÿ ïðîìûøëåííîãî èíäåêñà Äîó—Äæîíñà ñ 26 ìàÿ
1896 ã. ïî 10 îêòÿáðÿ 2007 ã. (28 864 íàáëþäåíèÿ).



Àíàëèç ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé ìåæäó äîõîäíîñòÿìè âî âðåìåíè ïîäòâåðæäàåò âûâîäû,
ïîëó÷åííûå ïðè íàáëþäåíèè ïðîôèëåé âðåìåííû ´õ ðÿäîâ. Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì ñëàáûå ëè-
íåéíûå êîððåëÿöèè ìåæäó äîõîäíîñòÿìè íà âñåõ èññëåäóåìûõ ÷àñòîòàõ (ñì. ðèñ. 5 è 6). Îò-
ìåòèì ëèøü çíà÷èìóþ íåãàòèâíóþ êîððåëÿöèþ (äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ àâòîêîððå-
ëÿöèé ðàññ÷èòàíû â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî äàííûå ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâñêèì áåëûì øóìîì)
ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè 15-ìèíóòíûìè äîõîäíîñòÿìè, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ýôôåêòàìè
ìèêðîñòðóêòóðû [Zhou (1996)], íå âõîäÿùèìè â ïðåäìåò ðàññìîòðåíèÿ äàííîé ñòàòüè. Äëÿ
èíäåêñà CAC40 íà íåäåëüíîì ãîðèçîíòå çàìåòíû íåáîëüøàÿ íåãàòèâíàÿ êîððåëÿöèÿ ñ ëà-
ãîì 1, êîòîðàÿ, âîçìîæíî, ñâÿçàíà ñ ýôôåêòîì contrarian5, è ïîëîæèòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ ñ ëà-
ãîì 3, ÿâëÿþùàÿñÿ, ñêîðåå âñåãî, ñòàòèñòè÷åñêèì àðòåôàêòîì. Äëÿ èíäåêñà Äîó—Äæîíñà
çíà÷èìûõ àâòîêîððåëÿöèé äîõîäíîñòåé íå îáíàðóæåíî.

Ñîâåðøåííî èíà÷å âûãëÿäèò ACF, îöåíåííàÿ äëÿ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé äîõîäíîñòåé
(ñì. ðèñ. 7 è 8). Äëÿ àáñîëþòíûõ äîõîäíîñòåé (âîëàòèëüíîñòåé) èíäåêñà CAC40 ïîëîæèòåëü-
íûå àâòîêîððåëÿöèè îñòàþòñÿ óñòîé÷èâî çíà÷èìûìè äëÿ î÷åíü áîëüøèõ ëàãîâ è äëÿ âñåõ
ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñòîò (15-ìèíóòíûõ, äíåâíûõ è äàæå íåäåëüíûõ). Òàê, ñ ëàãîì 100 äíåé
êîððåëÿöèè äíåâíûõ âîëàòèëüíîñòåé âñå åùå çíà÷èìû, à íà íåäåëüíûõ äàííûõ àâòîêîððå-
ëÿöèè îêàçûâàþòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè ëèøü äëÿ ëàãîâ áîëåå 30 íåäåëü (ò. å. áîëåå ïî-
ëóãîäà). Íà 15-ìèíóòíûõ âîëàòèëüíîñòÿõ õîðîøî ïðîñëåæèâàåòñÿ âíóòðèäíåâíàÿ ñåçîí-
íîñòü (çà 1 äåíü äîñòóïíî îêîëî 30 íàáëþäåíèé äîõîäíîñòåé). Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ àâòî-
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ÿâíî íåëüçÿ îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ýêñïîíåíöèàëüíóþ (òàêóþ ñêî-
ðîñòü ïðåäñêàçûâàþò ìîäåëè òèïà àâòîðåãðåññèè — ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé (autoregressive
moving average, ARMA). Äàííûé ôåíîìåí íàçûâàþò äîëãîé ïàìÿòüþ â âîëàòèëüíîñòè. Áîëåå
òî÷íîå îïðåäåëåíèå è îáçîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé ïðèâîäÿòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Äëÿ äíåâíûõ âîëàòèëüíîñòåé èíäåêñà Äîó—Äæîíñà õàðàêòåðåí åùå áîëåå âûñîêèé óðî-
âåíü àâòîêîððåëÿöèé — äëÿ ëàãà 100 äíåé îíè âñå åùå çíà÷èìû è ïðåâûøàþò 10%. Àâòî-
êîððåëÿöèè íåäåëüíûõ äîõîäíîñòåé ïåðåñòàþò áûòü çíà÷èìûìè äëÿ ëàãîâ ñâûøå 35 íå-
äåëü, êâàðòàëüíûõ — 4 êâàðòàëà. Òàêèì îáðàçîì, äàëüíèå êîððåëÿöèè ìîæíî íàáëþäàòü êàê
íà âûñîêî÷àñòîòíûõ âíóòðèäíåâíûõ äàííûõ, òàê è íà äíåâíûõ íàáëþäåíèÿõ âîëàòèëüíîñòè.

Ïîëó÷åííûå ýìïèðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò íàëè÷èå äëèííîé ïàìÿòè âî âðåìåí-
íûõ ðÿäàõ âîëàòèëüíîñòè è íåãàóññîâñêèé õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòåé, îñîáåííî
íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ íàáëþäåíèé. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìîòðèì, êàêèì îáðàçîì ñóùåñò-
âóþùèå â ôèíàíñîâîé ëèòåðàòóðå ìîäåëè ïîçâîëÿþò âîñïðîèçâîäèòü ýòè ñâîéñòâà.

3. Ìîäåëè óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé öåíîâîé äèíàìèêè èõ àâòîðû ñòðåìèëèñü êîððåêòíî âîñïðî-
èçâåñòè ýìïèðè÷åñêèå ñâîéñòâà íàáëþäàåìûõ ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, ïðåæäå âñåãî
ôåíîìåíà êëàñòåðèçàöèè âîëàòèëüíîñòè. Îáçîð óìåñòíî íà÷àòü ñ ìîäåëè óñëîâíîé ãåòåðî-
ñêåäàñòè÷íîñòè (autoregressive conditional heteroscedasticity, ARCH), ïðåäëîæåííîé Ýíãåëåì
â 1982 ã. äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èíôëÿöèè â Âåëèêîáðèòàíèè [Engle (1982)]. Ýòà ìîäåëü ïîçäíåå
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5 Contrarian â ïåðåâîäå ñ àíãëèéñêîãî îçíà÷àåò «âåäóùèé ñåáÿ èíà÷å, ÷åì äðóãèå». Ñòðàòåãèÿ contrarian ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ïðîäàâàòü àêöèè, ïî êîòîðûì íàáëþäàëàñü âûñîêàÿ äîõîäíîñòü, è ïîêóïàòü àêöèè, ïî êîòîðûì íàáëþäà-
ëàñü íèçêàÿ äîõîäíîñòü, îæèäàÿ ñìåíó òåíäåíöèè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåìàòèêà âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû.



áûëà èñïîëüçîâàíà è äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öåí àêöèé è îáìåííûõ êóðñîâ [Engle and Bollerslev
(1986)]. Äîõîäíîñòè â ìîäåëè ARCH ïðåäñòàâèìû â âèäå:

� �r E r It t t t t� ��| 1 � � , (6)

ãäå � �� t iid N~ ,0 1 6 — óñëîâèå íîðìàëüíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáÿçàòåëüíî;
I t — äîñòóïíîå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî äî ìîìåíòà âðåìåíè t âêëþ÷èòåëüíî, îï-
ðåäåëÿåìîå êàê åñòåñòâåííàÿ ôèëüòðàöèÿ ïðîöåññà.

Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ (èëè âîëàòèëüíîñòü) � t
2 ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ:

� � � �t t q t qr r2
0 1 1

2 2� � � �� �� , (7)

ãäå � �0 0 0D &, i äëÿ B D $��i ii

q
0 1

1
, � ;

q — ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ãëóáèíó ïàìÿòè â âàðèàöèè äîõîäíîñòåé.

Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ARCH ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííàÿ àâòîðåãðåññèîííàÿ óñëîâíàÿ
ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü (generalized autoregressive conditional heteroscedasticity, GARCH),
ïðåäëîæåííàÿ Áîëëåðñëåâîì â 1986 ã. è äî ñåãîäíÿøíåãî äíÿ àêòèâíî èñïîëüçóåìàÿ äëÿ
ïðîãíîçîâ âîëàòèëüíîñòè [Bollerslev (1986, 1987)]; [Bollerslev, Chou, et al. (1992)]; [Hansen and
Lunde (2005)]. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè óñëîâíûå âàðèàöèè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì ïðîöåññîì
ñ ïàðàìåòðàìè p è q, êîòîðûå íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî áåðóòñÿ ðàâíûìè åäèíèöå:

� �� � � � � � � � � � �
F

t i t i t i
i

q

i t i

p

t tL q2
0

2 2

1

2

1
0

2� � � � �� �
�

�
�

� � , � �2 2�� �L p t, , (8)

ãäå îáû÷íî âñå êîýôôèöèåíòû � i è � i ïîëàãàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè;
Ln — îïåðàòîð ëàãà ïîðÿäêà n;
a L n( , ) — îïåðàòîð âèäà a Li

i

i

n

�� 1
, ïðèìåíÿåìûé ê âðåìåííîìó ðÿäó.

Òàêèì îáðàçîì, çàïèñü � �a L q X t, ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì äëÿ a Xi t ii

q
��� 1

.
Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, óðàâíåíèå (8) äëÿ ìîäåëè GARCH�p, q� ìîæíî çàïèñàòü:

� � � �� 	 � �� 	� �1 12
0

2 2� � � � � �� � � � �L q L p r L p rt t t, , , , (9)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè ïðîöåññà ARMA äëÿ êâàäðàòîâ äîõîäíîñòè ñ ïàðàìåòðàìè max ,p q è p.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñòàáèëüíîñòè ïðîöåññà (ò. å. êîíå÷íîé âàðèàöèè îøèáîê � �t t ) íåîáõî-

äèìî ïîòðåáîâàòü åãî ñëàáîé ñòàöèîíàðíîñòè, ò. å. ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíåíèé �( )Lq � 0
è � � � �1 0� � �� �L Lq p ëåæàëè âíå åäèíè÷íîãî êðóãà.

Äëÿ GARCH�1, 1� ýòî äàåò îãðàíè÷åíèå âèäà � �� $1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñòðîãîé ñòàöèîíàðíîñòè, ýðãîäè÷íîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ìîìåíòîâ äëÿ ñåìåéñòâà
GARCH-ìîäåëåé èññëåäîâàíû â [Ling and M. McAleer (2002a)]; [Ling and McAleer (2002b)].

Ìîäåëè òèïà GARCH ïîçâîëÿþò âîñïðîèçâåñòè ôåíîìåí êëàñòåðèçàöèè âîëàòèëüíîñòè
(ïîýòîìó åãî òàêæå íàçûâàþò GARCH-ýôôåêòîì). Ïðè ýòîì òåîðåòè÷åñêàÿ ACF ïðîöåññà

� Êîíñóëüòàöèè
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6 Ñèìâîë iid èñïîëüçóåòñÿ â àíãëîÿçû÷íîé ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåçàâèñèìîñòè è îäè-
íàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (â äàííîì ñëó÷àå — ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �t). —
Ïðèì. íàó÷. ðåä.



GARCH�1, 1� óáûâàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé � �� . Íà
ïðàêòèêå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ òàêèìè, ÷òî� �� áëèçêî ê åäèíèöå
[Bollerslev, Chou, et al. (1992)]. Ïîýòîìó âûáîðî÷íàÿ ACF äëÿ GARCH(1,1) îêàçûâàåòñÿ òðóäíî
îòëè÷èìîé îò çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (2).

Ïàðàìåòðû ìîäåëåé ARCH/GARCH ÷àùå âñåãî îöåíèâàþòñÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèíèìàåò âèä:

� �
ln lnL t

t

tt

T

�� �
�

�
�
��

�

�
���

�
�

1

2
2

2

2

2
1

�
�
�

. (10)

Ïðè íàðóøåíèè ïðåäïîñûëêè î íîðìàëüíîñòè îñòàòêîâ � t â ìîäåëè (6), íî ïðè ïðàâèëü-
íîé ñïåöèôèêàöèè ìîäåëè � �E r It t| �1 âîçìîæíà îöåíêà ìåòîäîì êâàçèìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ. Îöåíêè, ïîëó÷àåìûå ýòèì ìåòîäîì, ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè ïðè êîíå÷íîé âà-
ðèàöèè îñòàòêîâ (ò. å. ïðè� �� $1) è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûìè ïðè ñóùåñòâîâàíèè êî-
íå÷íîãî ÷åòâåðòîãî ìîìåíòà rt [Ling and McAleer (2003)]7.

Îäíî èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé êðèòèêè ìîäåëè GARCH�1, 1� ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïàìÿòü ìî-
äåëè ÿâëÿåòñÿ «íåäîñòàòî÷íî äîëãîé», ïîñêîëüêó òåîðåòè÷åñêàÿ ACF õàðàêòåðèçóåòñÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíûì óáûâàíèåì. Êîãäà � �� çíà÷èìî íå îòëè÷àþòñÿ îò åäèíèöû, ìîäåëü GARCH�1, 1� âû-
ðîæäàåòñÿ â íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, íàçâàííûé â [Engle and Bollerslev (1986)] èíòåãðèðîâàí-

íîé îáîáùåííîé àâòîðåãðåññèîííîé óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ (IGARCH — integrated
GARCH). Ïîñëåäíÿÿ ìîäåëü, îäíàêî, ïîäðàçóìåâàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáîðà çíà-
÷åíèé ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ p è q. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ñòîõàñ-
òè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðûõ ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå äîëãîé ïàìÿòè.
Ïðèìåðîì òàêîãî ïðîöåññà ìîæåò ñëóæèòü äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, ïðåäëîæåííîå
Ìàíäåëüáðîòîì è Âàí Íåññîì [Mandelbrot and Van Ness (1968)]. Ýòî íåïðåðûâíûé ãàóññîâñêèé
ïðîöåññ ñ íóëåâûì äðèôòîì, èìåþùèé àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ôîðìû:

� � � � � �C E W W t t Ht
H

t
H H@ @ @@� � � � ��

1

2
22 2| | | | | | , (11)

ãäå Wt
H — çíà÷åíèå äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì H � ( , )0 1 â ìîìåíò âðå-

ìåíè � 	t T t� �G0, , , ïðè ýòîì 0% % %@ t T .

Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðîöåññà èìååò âèä:

� � � � � �E x c x x iH
H

i

� � � �

��A

A

�4 2 2 2 1� 
sin | | , � % %
1

2

1

2
x , (12)

ãäå �2 — âàðèàöèÿ ïðîöåññà;
c H D0 — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðè H �
1

2
ïðîöåññ âûðîæäàåòñÿ â îáûêíîâåííîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå,

à ïðè H D
1

2
èìååò ñòàöèîíàðíóþ äèíàìèêó, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ äëèííîé ïàìÿòüþ.
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7 Çà ðàìêàìè ñòàòüè îñòàþòñÿ ìîäåëè, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòêîâ, îòëè÷íûå îò íîð-
ìàëüíîãî. — Ïðèì. íàó÷. ðåä.



Äðîáíî-èíòåãðèðîâàííûé ïðîöåññ, ïðåäëîæåííûé â [Granger and Joyeux (1980)]; [Hos-
king (1981)], ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíûé àíàëîã äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Îí
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

� �l L X
d

t t� � � , (13)

ãäå � �� ��t iidN~ ,0 2 , à îïåðàòîð � �l L d
d� $ $, 0 1, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íûé ïîëèíîì

âèäà:

� �
� �

� � � �
l L

i d

d k
L

d i

i

� �
�

� ��

A

�
H

H H 10

, (14)

ãäå H( )� — ãàììà-ôóíêöèÿ.

Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðîöåññà çàïèñûâàåòñÿ:

� �
� �� �

� � � �E x
x

c x x i
d H

H

i

� � � �

��A

A

�
�




�

2

2

2 2 1

4sin
sin | | , � % %

1

2

1

2
x . (15)

Äëÿ | |d $
1

2
ïðîöåññ èìååò ñòàöèîíàðíóþ äèíàìèêó ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì óáûâàíèåì

àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äëèííîé ïàìÿòè.
Äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ïðåäëàãàëîñü â êà÷åñòâå ìîäåëè öåí àêöèé â [Mandelbrot

(1971)] è ïîçäíåå âî ìíîãèõ èññëåäîâàíèÿõ, ýìïèðè÷åñêè îöåíèâàþùèõ ïàðàìåòð H

â óðàâíåíèè (11) [Mandelbrot and Taqqu (1979)]. Îäíàêî â òàêîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ïðè-
çíàòü íàëè÷èå äàëüíèõ êîððåëÿöèé â ñàìèõ äîõîäíîñòÿõ, à íå òîëüêî â èõ àáñîëþòíûõ çíà-
÷åíèÿõ. Êàê ïîêàçàë Õåéäå [Heyde (2002)], ÷òîáû â ìîäåëè äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

íàáëþäàëàñü äîëãàÿ ïàìÿòü â àìïëèòóäàõ, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
3

4
1% %H ,

êîòîðîå ÿâíî íå ïîäòâåðæäàåòñÿ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè.
Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî áîëåå ðåàëèñòè÷íûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìîäåëè, ïðåäïîëàãàþ-

ùèå äàëüíèå êîððåëÿöèè â àìïëèòóäàõ äîõîäíîñòåé è îòñóòñòâèå ïîñëåäíèõ â ñàìèõ äîõîä-
íîñòÿõ. Òàêîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ FIGARCH (äðîáíî-èíòåãðèðîâàííàÿ GARCH — fractionally
integrated GARCH), ïðåäëîæåííàÿ â [Baillie, Bollerslev, et al. (1996)]; [Bollerslev and Mikkelsen
(1996)]. Ïðîöåññ äëÿ âàðèàöèè äîõîäíîñòåé çàïèñûâàåòñÿ:

� 	 � 	1 1 12
0

2� � � � � �� � � � +( , ) ( , ) ( )( )L p L p L L rt
d

t , (16)

ãäå � 	+ � �( ) ( , ) ( , ) ( )L L q L p L� � � � �1 1 1.

Ïðè d < 1 ýòà ìîäåëü âûðîæäàåòñÿ â IGARCH, î êîòîðîé øëà ðå÷ü ðàíåå.
Èçâåñòíî ìíîæåñòâî äðóãèõ ìîäèôèêàöèé ìîäåëåé óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè, íà-

ïðàâëåííûõ â ïåðâóþ î÷åðåäü íà óëó÷øåíèå èõ ïðîãíîçíîé ñèëû. Íàïðèìåð, GARCH ñ ýô-
ôåêòîì îæèäàåìîé äîõîäíîñòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ
ñ ðîñòîì âîëàòèëüíîñòè (GARCH-M — GARCH-in-mean) [Engle, Lilien, et al. (1987)]. Òàêæå áûëè
ðàçðàáîòàíû ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå ýôôåêòû àñèììåòðèè è ëåâåðèäæà. Ñðåäè íèõ íàçîâåì

� Êîíñóëüòàöèè
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ìîäåëü Ãëîñòåíà—Äæàãàíàòàíà—Ðàíêåëÿ (GJR — Glosten—Jagannathan—Runkle), ïðèíè-
ìàþùóþ âî âíèìàíèå àñèììåòðèþ, íî íå ëåâåðèäæ [Glosten, Jagannathan, et al. (1992)], ýêñ-
ïîíåíöèàëüíóþ GARCH (EGARCH — exponential GARCH) ñ ýôôåêòîì ëåâåðèäæà, ñíèìàþ-
ùóþ, êðîìå ïðî÷åãî, ðÿä íåóäîáíûõ îãðàíè÷åíèé íà îöåíèâàåìûå ïàðàìåòðû [Nelson
(1991)], è êâàäðàòè÷åñêóþ GARCH (GQARCH — generalized quadratic ARCH) [Sentana (1995)].
Ïîëó÷èëè ðàçâèòèå íåëèíåéíûå GARCH-ìîäåëè (NGARCH — non-linear GARCH), îáîáùàþ-
ùèå ôîðìó çàâèñèìîñòè òåêóùåé âàðèàöèè îò ïðîøëûõ çíà÷åíèé, â òîì ÷èñëå ìîäåëè
ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ðåæèìîâ íèêçêîé è âûñîêîé âîëàòèëüíîñòè [Higgins and Bera (1992)];
[Lanne and Saikkonen (2005)]. Â èññëåäîâàíèè [Hansen and Lunde (2005)], ïîñâÿùåííîì
ñðàâíåíèþ ïðîãíîçíîé ñèëû ARCH-ìîäåëåé, àâòîðû ðàññìàòðèâàþò 330 ðàçëè÷íûõ ñïåöè-
ôèêàöèé äëÿ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå íåêîòîðûõ
èç íèõ ìîæíî íàéòè â [Morimune (2007)]. Òàêæå ïîëó÷èëè ðàçâèòèå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñ îöåíêîé ïðîèçâîäíûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ â ñëó÷àå, êîãäà öåíà áàçîâîãî àê-
òèâà èìååò GARCH-äèíàìèêó [Duan (1995)]; [Ritchken and Trevor (1999)]; [Barone-Adesi, Engle,
et al. (2008)].

Ìû ïðèâåëè ñïåöèôèêàöèè ìîäåëåé óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè â äèñêðåòíîì âðå-
ìåíè. Ïðîöåññ, ñîîòâåòñòâóþùèé GARCH â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, ðàññìàòðèâàåòñÿ â [Drost
and Werker (1996)]. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïðîöåññîì óñëîâíîé ãåòðîñêåäàñòè÷íîñòè
è ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòüþ, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà íèæå. Èíòåðåñíî, ÷òî îöåíêè
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè â äèñêðåòíîì âðåìåíè (îöåíåííîì íà äàííûõ ëþáîé ÷àñòîòû) ïîçâîëÿ-
þò ñïåöèôèöèðîâàòü ïðîöåññ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, ÷òî ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì àãðåãèðî-
âàíèÿ ìîäåëåé GARCH âî âðåìåíè [Drost and Nijman (1993)], ê êîòîðîìó ìû âåðíåìñÿ â ðàç-
äåëå 5.

Îñîáóþ ïðàêòè÷åñêóþ âàæíîñòü èìååò âêëþ÷åíèå ñêà÷êîîáðàçíîé ñîñòàâëÿþùåé â ìî-
äåëè äèíàìèêè öåí, ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷åñòü «òÿæåëûå» õâîñòû â ðàñïðåäåëåíèè äîõîäíîñòåé
[Bates (1996)]; [Eraker, Johannes, et al. (2003)]. Åùå â 1960-å ãîäû, Ìàíäåëüáðîò [Mandelbrot
(1963)] ïðåäëàãàë èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòèõ öåëåé ñêà÷êîîáðàçíûå ïðîöåññû Ëåâè (ñòåïåííûå
ïðîöåññû), èìåþùèå áåñêîíå÷íóþ âàðèàöèþ. Ñâîéñòâà ïðîöåññîâ ñ äîëãîé ïàìÿòüþ, â êî-
òîðûõ èííîâàöèè âûçâàíû ïðîöåññîì Ëåâè, èçó÷àþòñÿ â [Anh, Heyde, et al. (2002)]. Â [Chan
and Maheu (2002)] èíòåíñèâíîñòü ñêà÷êîâ ìîäåëèðóåòñÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè ñ ïîìîùüþ
ïðîöåññà òèïà ARMA îäíîâðåìåííî ñî ñïåöèôèêàöèåé GARCH äëÿ âîëàòèëüíîñòè. Â íåïðå-
ðûâíîì âðåìåíè ìîäåëè òèïà GARCH ñî ñêà÷êîîáðàçíûìè èííîâàöèÿìè îïèñàíû â [Drost
and Werker (1996)]; [Kluppelberg, Lindner, et al. (2004)].

Äëÿ óïðàâëåíèÿ èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ìíîãîìåðíûå ìîäå-
ëè óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè, ó÷èòûâàþùèå êîððåëÿöèè ìåæäó àêòèâàìè. Ïåðâàÿ òà-
êàÿ ìîäåëü, íàçûâàåìàÿ ìîäåëüþ ïîñòîÿííûõ óñëîâíûõ êîððåëÿöèé (constant conditional
correlation, CCC), ïðåäëîæåíà Áîëëåðñëåâîì [Bollerslev (1990)]. Â íåé äîõîäíîñòü êàæäîãî àê-
òèâà ñëåäóåò îäíîìåðíîìó ïðîöåññó GARCH, à óñëîâíûå êîððåëÿöèè ìåæäó äîõîäíîñòÿìè
ïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïðè ýòîì óñëîâíàÿ êîâàðèàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå
ïîñòîÿííîé êîððåëÿöèè íà ñîîòâåòñòâóþùèå (íåçàâèñèìûå) óñëîâíûå ñòàíäàðòíûå îòêëî-
íåíèÿ. Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ÑÑÑ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà îöåíêè ïàðàìåòðîâ è èíòåðïðåòà-
öèè, à ñðåäè íåäîñòàòêîâ îòìåòèì îòñóòñòâèå ñâÿçè ìåæäó óñëîâíûìè âîëàòèëüíîñòÿìè ðàç-
íûõ àêòèâîâ, îòñóòñòâèå àñèììåòðè÷íûõ ýôôåêòîâ è ñòàòè÷íîñòü êîððåëÿöèé. Áîëåå îáùàÿ
ìíîãîìåðíàÿ ìîäåëü ñ ïîñòîÿííûìè êîððåëÿöèÿìè èçó÷àåòñÿ â [Ling and McAleer (2003)].
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Ýíãåëü [Engle (2002)] îáîáùèë CCC, ââåäÿ äèíàìèêó òèï GARCH äëÿ êîððåëÿöèé (ìîäåëü äè-
íàìè÷åñêèõ óñëîâíûõ êîððåëÿöèé, DCC — dynamic conditional correlations). Äèíàìèêà êîð-
ðåëÿöèé â DCC ïðåäïîëàãàåòñÿ îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ àêòèâîâ. Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå îñ-
ëàáëåíî â [Billio, Caporin, et al. (2006)].

4. Ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè

Â ìîäåëÿõ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè, ðàññìîòðåííûõ âûøå, èìååòñÿ âñåãî îäèí
èñòî÷íèê ñëó÷àéíîñòè, ïðè ýòîì âàðèàöèÿ ïðîöåññà ïðåäïîëàãàåòñÿ çàâèñèìîé â òîé èëè
èíîé ôîðìå îò ïðîøëûõ åãî ðåàëèçàöèé. Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû çàäàòü äèíàìèêó öåí ïðîñòîé ìîäåëüþ, íàïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèåì (1), íî âîëàòèëüíîñòü � â íåì ñ÷èòàòü íå ïàðàìåòðîì, à îòäåëüíûì ñòîõàñòè÷åñêèì
ïðîöåññîì. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêà ñëó÷àéíîñòè. Ýòà èäåÿ
ëåæèò â îñíîâå ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè.

Ïåðâàÿ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè ïðåäëîæåíà Òåéëîðîì [Taylor (1982)]. Â íåé
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ âîëàòèëüíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ AR(1):

rt t t

t t t

�
� ��


� �
� + � 0

,
ln ln ,2

1
2 (17)

ãäå 
 — íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, âêëþ÷åíèå êîòîðîé â ìîäåëü ïîçâîëÿåò óäà-
ëèòü ñâîáîäíûé ÷ëåí èç óðàâíåíèÿ äëÿ âîëàòèëüíîñòè;
+ — ïàðàìåòð àâòîðåãðåññèè, îïðåäåëÿþùèé ïàìÿòü â âîëàòèëüíîñòè.

Ñâîéñòâà àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè (auto-regressive
stochastic volatility, ARSV) áûëè èññëåäîâàíû â [Andersen (1994)]; [Taylor (1994)]; [Capobianco
(1996)]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè óñëîâèè ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà ëîãàðèôìè÷åñêîé âîëàòèëüíî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ îñòðîâåðøèííûì è ñèììåòðè÷íûì [Bai, Russel,
et al. (2003)]. Äîõîäíîñòè ëèíåéíî íå êîððåëèðîâàíû âî âðåìåíè, íî íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè. Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ àìïëèòóä äîõîäíîñòåé è êâàäðàòîâ äîõîäíîñòåé
èìååò õàðàêòåðíóþ äëÿ ïðîöåññîâ ARMA ôîðìó.

Øèðîêîå ðàçâèòèå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè ïîëó÷èëè â ëèòåðàòóðå, ïî-
ñâÿùåííîé îöåíêå ïðîèçâîäíûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Â êà÷åñòâå áàçîâîé ìîäåëè äëÿ
äîõîäíîñòè ïðèíèìàåòñÿ (1), ãäå � t çàïèñûâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ïðîöåññà äèôôó-
çèè � �� t tf X� . Â íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ íà ïðàêòèêå ìîäåëÿõ X t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ
Èòî ôîðìû:

� �
� �

� �
� � � �

dS t

S
dt dW t

f X

dX X dt g X dB

W B t

t t

t t t t

t

� �

�
� � �
�


 �

�
I J
2

,

,
,

, ,

(18)

ãäå I è J — êîíñòàíòû;
�� ��f g� �, — íåêîòîðûå ôóíêöèè;
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2 — ïàðàìåòð êîððåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ âèíåðîâñêèìè ïðîöåññàìè, êîòîðûå ñëóæàò èñ-
òî÷íèêàìè èííîâàöèé.

Â [Hull and White (1987)] èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèôèêàöèÿ � � � �f X X g X Xt t t t� $ � �, , ,I 
 00 0 ,
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ äëÿ âîëàòèëüíîñòè.
Â ýòîé ìîäåëè ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòûå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñòîèìîñòè îïöèîíîâ, îäíàêî
åå ñâîéñòâà äàëåêè îò ðåàëüíîñòè (âàðèàöèÿ äîõîäíîñòè íå îãðàíè÷åíà, ïîñêîëüêó ïðîöåññ
âîëàòèëüíîñòè íåñòàöèîíàðåí).

Áûëà òàêæå ïðåäëîæåíà [Scott (1987)]; [Stein and Stein (1991)] ìîäåëü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåññà
Îðíøòåéíà—Óëåíáåêà (Ornstein—Uhlenbeck, OU) äëÿ âîëàòèëüíîñòè � � � �f X X g Xt t t� �, 0,
êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñõîäèìîñòüþ âîëàòèëüíîñòè ê äîëãîñðî÷íîìó åå óðîâíþ J
ñî ñêîðîñòüþ I è «âîëàòèëüíîñòüþ âîëàòèëüíîñòè» 0. Àíàëîãîì îïèñàííîãî âûøå ARSV(1)
â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü OU [Stein and Stein (1991)], ãäå
� �f X Xt t� exp è � �g X t �0. Êðîìå òîãî, øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà ìîäåëü Õåñòîíà

[Heston (1993)] f X X g X Xt t t t( ) , ( )� �0 . Ïðîöåññ, èñïîëüçóåìûé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âîëà-
òèëüíîñòè â äàííîì ñëó÷àå, èçâåñòåí êàê ïðîöåññ Êîêñà—Èíãåðñîëëà—Ðîññà [Cox, Ingersoll,
et al. (1985)].

Ëîãèêà ðàçâèòèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò
èñòîðèþ óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìîäåëåé GARCH. Â [Harvey and Shephard (1996)] è ïîçäíåå
â [Jacquier, Polson, et al. (2004)] àâòîðû âêëþ÷àþò â ìîäåëü ARSV ýôôåêò ëåâåðèäæà, ÷òî ïî-
çâîëÿåò äâóì èííîâàöèÿì â (17) áûòü íåãàòèâíî êîððåëèðîâàííûìè (â íåïðåðûâíîì âðåìå-
íè äëÿ ìîäåëè òèïà (18) ýòî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó 2$0). Ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëü-
íîñòè ñ ýôôåêòîì îæèäàåìîé äîõîäíîñòè, àíàëîãè÷íàÿ GARCH-M, ïðåäëîæåíà â [Koopman
and Uspensky (2002)]. Ñêà÷êîîáðàçíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äîáàâëÿåòñÿ â ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé
âîëàòèëüíîñòè ñ ïîìîùüþ íåãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ (âìåñòî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ â êà-
÷åñòâå ãåíåðàòîðà èííîâàöèé èñïîëüçóåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíûé ïðîöåññ Ëåâè), êàê ïðåäëàãà-
åòñÿ â [Barndorff-Nielsen and Shephard (2001)]; [Eraker, Johannes, et al. (2003)]; [Chernov, Gallant,
et al. (2003)]; [Duffie, Filipovic, et al. (2003)].

Ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ó÷åòà äîëãîé ïàìÿòè: â [Breidt, Crato, et al. (1998)];
[Harvey (1998)] ýòî äèñêðåòíûå ìîäåëè ñ äðîáíûì èíòåãðèðîâàíèåì, â [Comte and Renault
(1998)] — ìîäåëü â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, îñíîâàííàÿ íà äðîáíîì áðîóíîâñêîì äâèæåíèè.
Â [Chernov, Gallant, et al. (2003)] ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè, â êîòîðûõ ñòîõàñòè÷åñêàÿ âîëà-
òèëüíîñòü èìååò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íåçàâèñèìûõ ôàêòîðîâ (êîìïîíåíò). Òàêîãî òèïà ìî-
äåëè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äèíàìèêó öåí ñ äîëãîé ïàìÿòüþ âîëàòèëüíîñòè, íàáëþäàåìîé
â âûáîðî÷íîé ACF, äàæå êîãäà ïðîöåññû, ãåíåðèðóþùèå äàííûå, òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëà-
äàþò [LeBaron (2001a)]. Â [Barndorff-Nielsen and Shephard (2001)] äîëãàÿ ïàìÿòü ìîäåëèðóåòñÿ
ïóòåì ñóïåðïîçèöèè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíûõ è íåãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ OU,
÷òî ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü äîëãóþ ïàìÿòü îäíîâðåìåííî ñî ñêà÷êàìè. Êðîìå òîãî, áûëè ïðåä-
ëîæåíû ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè ñ ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ [So, Lam, et al.
(1998)]; [Liu (2000)]; [Hwang, Satchell, et al. (2007)], êîòîðûå òàêæå ïîçâîëÿþò âîñïðîèçâåñòè
ýìïèðè÷åñêèé ôåíîìåí äàëüíèõ êîððåëÿöèé. Ðàçðàáîòàííû ìíîãîìåðíûå SV-ìîäåëè, ñðàâ-
íèòåëüíûå îáçîðû êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â [Liesenfeld and Richard (2003)]; [Asai, McAleer, et al.
(2006)]; [Chib, Nardari, et al. (2006)]. Äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, ìîäåëü Õåñòîíà) ðåøå-
íà ïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì [Liu (2007)]. Íàêîíåö, êàê
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è â ëèòåðàòóðå, îòíîñÿùåéñÿ ê GARCH, ïðåäëîæåíû ìåòîäû îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ôèíàíñîâûõ
èíñòðóìåíòîâ [Heston (1993)]; [Hull and White (1987)]; [Henderson (2005)]; [Maghsoodi (2005)].

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî âîëàòèëüíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ â ìîäåëÿõ òèïà (17)
è (18), íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé (ñ îãîâîðêîé, î êîòîðîé áóäåò ñêàçàíî íèæå), ïî-
ýòîìó äëÿ îöåíêè ìîäåëåé SV èñïîëüçóþòñÿ íàáëþäåíèÿ äîõîäíîñòè èëè èõ òðàíñôîðìàöèè.
Ìåòîäû îöåíêè ìîãóò áûòü îñíîâàíû ëèáî íåïîñðåäñòâåííî íà ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ äî-
õîäíîñòåé (ýôôåêòèâíûé ìåòîä ìîìåíòîâ, ìåòîä êâàçèìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è ìåòî-
äû, îñíîâàííûå íà âñïîìîãàòåëüíûõ ìîäåëÿõ), ëèáî íà ëèíåéíîé ìîäåëè äëÿ ëîãàðèôìîâ
êâàäðàòîâ äîõîäíîñòåé. Ïîäðîáíûé îáçîð ýòèõ ìåòîäîâ ìîæíî íàéòè â [Broto and Ruiz (2004)].

Èíòåðåñ ê ìîäåëÿì SV îñîáåííî âîçðîñ â ïîñëåäíèå ãîäû âî ìíîãîì ïîòîìó, ÷òî èç íå-
íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû âîëàòèëüíîñòü ïðåâðàòèëàñü â «ïî÷òè íàáëþäàåìóþ». Ñâÿçàíî ýòî
ñ äîñòóïíîñòüþ âíóòðèäíåâíûõ êîòèðîâîê àêöèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íåïàðàìåòðè÷åñêóþ
îöåíêó âîëàòèëüíîñòè. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà êîíöåïöèÿ ðåàëèçîâàííîé âî-
ëàòèëüíîñòè (realized volatility, RV,), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíûé êîðåíü ñóììû
êâàäðàòîâ âíóòðèäíåâíûõ äîõîäíîñòåé [Andersen, Bollerslev, et al. (2001)]; [Barndorff-Nielsen
and Shephard (2002b)]; [Andersen, Bollerslev, et al. (2003)]:

�
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1
, (19)

ãäå �� t
RV — ðåàëèçîâàííàÿ âîëàòèëüíîñòü äîõîäíîñòè;

ri , ' — ëîãàðèôìè÷åñêàÿ äîõîäíîñòü íà èíòåðâàëå âðåìåíè � 	i i, �' c � �' @� � �
M 1

1
;

@ — äëèíà ïåðèîäà, çà êîòîðûé ðàññ÷èòûâàåòñÿ âîëàòèëüíîñòü (íàïðèìåð, 1 äåíü);
M — ÷èñëî íàáëþäåíèé öåíû, äîñòóïíûõ çà ýòîò èíòåðâàë.

Åñëè â ôîðìóëå (19) îïóñòèòü êâàäðàòíûé êîðåíü è íîðìàëèçàöèþ íà êîëè÷åñòâî íàáëþ-
äåíèé öåíû, ïîëó÷èì îöåíêó ðåàëèçîâàííîé âàðèàöè çà ïåðèîä @, òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóå-
ìóþ íà ïðàêòèêå [Barndorff-Nielsen and Shephard (2002a)], [Hansen (2005)].

Ïðèìåíåíèå ðåàëèçîâàííîé âîëàòèëüíîñòè è âàðèàöèè çàòðóäíåíî òåì, ÷òî äîõîäíîñòè
íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ îêàçûâàþòñÿ êîððåëèðîâàííûìè èç-çà ýôôåêòîâ ìèêðîñòðóêòóðû ôè-
íàíñîâîãî ðûíêà (òàê íàçûâàåìûé «øóì ìèêðîñòðóêòóðû» — microstructure noise) [Biais,
Glosten, et al. (2005)]. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû êîððåêòèðîâêè ðåàëèçîâàí-
íîé âàðèàöèè è âûáîðà îïòèìàëüíîé ÷àñòîòû âûáîðêè [Bandi and Russel (2008)]. Îäíàêî ñà-
ìûé ïðîñòîé è ÷àùå âñåãî óïîòðåáëÿåìûé íà ïðàêòèêå ñïîñîá áîðüáû ñ ýôôåêòîì ìèêðî-
ñòðóêòóðû: âçÿòü äîõîäíîñòè çà äîñòàòî÷íî äëèííûå èíòåðâàëû âðåìåíè, ÷òîáû êîððåëÿöèè
äîõîäíîñòåé ïåðåñòàëè áûòü çíà÷èìûìè, íî äîñòàòî÷íî êîðîòêèå äëÿ èçâëå÷åíèÿ ïîëü-
çû èç âûñîêî÷àñòîòíûõ íàáþäåíèé. Îáçîð ñâîéñòâ ðåàëèçîâàííîé âîëàòèëüíîñòè è åå ïðè-
ìåíåíèÿ â êîíòåêñòå ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè ïðèâåäåí â [McAleer and
Medeiros (2008)].

Àëüòåðíàòèâíóþ íåïàðàìåòðè÷åñêóþ îöåíêó âîëàòèëüíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, àãðåãèðóÿ
èñêóññòâåííûå äîõîäíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíèöå ìåæäó ìàêcèìàëüíûì H t i, è ìèíè-
ìàëüíûì Lt i, çíà÷åíèÿìè öåíû â òå÷åíèå K èíòåðâàëîâ âðåìåíè � 	i i, �* , íà êîòîðûå ðàçäå-
ëåí èíòåðåñóþùèé íàñ ïåðèîä âðåìåíè @ [Alizadeh, Brandt, et al. (2002)]; [Christensen and
Podolskij (2007)]; [Martens and Van Dijk (2007)]:
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ãäå �� t
RR — ðåàëèçîâàííûé ðàçáðîñ.

ßñíî, ÷òî äëèíà èíòåðâàëà * äîëæíà áûòü âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí ñîäåðæàë
íåñêîëüêî íàáëþäåíèé öåíû. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëó÷àåìûõ òàêèì îáðàçîì îöåíîê
â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîãóò áûòü ëó÷øå, ÷åì äëÿ ðåàëèçîâàííîé âàðèàöèè. Åùå îäíèì äîïîëíåíè-
åì ê ðåàëèçîâàííîé âàðèàöèè ÿâëÿþòñÿ îöåíêè ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà äâîéíîé ñòåïåííîé
âàðèàöèè [Barndorff—Nielsen and Shephard (2002c)]; [Woerner (2005)], êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè,
ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü âêëàä ñêà÷êîîáðàçíîé êîìïîíåíòû â èíòåãðèðîâàííóþ âàðèàöèþ.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé âîëàòèëüíîñòè âñåãäà áûëî åå ïðîãíîçè-
ðîâàíèå [Andersen and Bollerslev (1998)]; [Andersen, Bollerslev, et al. (1999)]; [Christoffersen and
Diebold (2000)]; [Granger and Poon (2003)]; [Martens and Zein (2004)]; [Hansen and Lunde
(2005)]; [Ghysels, Santa-Clara, et al. (2006)]; [Hawkes and Date (2007)]. Ðàçâèòèå íåïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ îöåíêè âîëàòèëüíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì âíóòðèäíåâíûõ äîõîäíîñòåé ïîçâîëè-
ëî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîâûñèòü êà÷åñòâî ïðîãíîçîâ, îñíîâàííûõ íà âðåìåííû́õ ðÿäàõ öåí,
ïî ñðàâíåíèþ ñ âìåíåííîé âîëàòèëüíîñòüþ îïöèîíîâ [Martens and Zein (2004)], à ñ äðóãîé —
ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå ìîäåëè SV, ïðèíèìàÿ íåïàðàìåòðè÷åñêóþ îöåíêó âîëàòèëüíîñòè çà
ôàêòè÷åñêè íàáëþäàåìóþ [Brooks and Persand (2003)]; [Corradi and Distaso (2006)].

5. Àãðåãèðîâàíèå äîõîäíîñòè âî âðåìåíè

Â ðàçäåëå 2 áûëè ðàññìîòðåíû äîõîäíîñòè íà èíäåêñ CAC40, ðàññ÷èòàííûå ïî íàáëþäå-
íèÿì èíäåêñà ñ ðàçíîé ÷àñòîòîé. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìà âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
äîõîäíîñòè ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Â òî æå âðåìÿ äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà âîëàòèëüíîñòè
ïðîÿâëÿþòñÿ íà äàííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì ãîðèçîíòàì (äàëüíèå êîððåëÿöèè â àì-
ïëèòóäàõ äîõîäíîñòåé è èõ îòñóòñòâèå â ñàìèõ äîõîäíîñòÿõ). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñåðèÿ
ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ âîïðîñîâ. Êàêèì îáðàçîì ôåíîìåí äîëãîé ïàìÿòè ñâÿçàí ñî ñâîéñò-
âàìè äîõîäíîñòåé íà ðàçíûõ ãîðèçîíòàõ? Ïðèãîäíû ëè ìîäåëè, îöåíåííûå íà äàííûõ ñ îï-
ðåäåëåííîé ÷àñòîòîé, âîñïðîèçâîäèòü ñâîéñòâà äîõîäíîñòåé íà äðóãèõ ãîðèçîíòàõ? Ñëåäó-
åò ëè ó÷èòûâàòü îäíîâðåìåííî ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ãîðèçîíòàì, è åñëè
äà — òî êàêèì îáðàçîì?

Îòâåò íà ïåðâûé èç ýòèõ âîïðîñîâ áûë â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè äàí åùå â 1968 ã. Ìàí-
äåëüáðîòîì è Âàí Íåññîì [Mandelbrot and Ness (1968)]. Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ïðîöåññîâ
ïðè èçó÷åíèè èõ ñâîéñòâ íà êîðîòêèõ ãîðèçîíòàõ ìîæíî îïèñàòü èõ ñâîéñòâà íà äëèííûõ
ãîðèçîíòàõ. Ïðîöåññ X t íàçûâàåòñÿ ñàìîàôôèííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà H D08,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôàêòîðà ìàñøòàáèðîâàíèÿ c D0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X ct è c XH

t

èìåþò îäèíàêîâîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå:

X c Xct
H

t� . (21)
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8 Ýòîò ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòîé Õåðñòà. Íàçâàíèå äàíî Ìàíäåëüáðîòîì â ÷åñòü ãèäðîëîãà Ãàðîëüäà
Õåðñòà, èçó÷àâøåãî äîëãóþ ïàìÿòü â óðîâíÿõ âîäû ðåêè Íèë.



Äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, îïðåäåëåííîå ÷åðåç ôîðìó åãî ACF â (11), ÿâëÿåòñÿ

ïðèìåðîì ñàìîàôôèííîãî ïðîöåññà. Óòî÷íèì, ÷òî ïðè
1

2
1$ $H ýòîò ïðîöåññ õàðàêòåðèçó-

åòñÿ äëèííîé ïàìÿòüþ, à ïðè H �
1

2
âûðîæäàåòñÿ â ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ

ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.
Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî èç ñàìîàôôèííîñòè ïðîöåññà ñ H D

1

2
íå ñëåäóåò íàëè÷èå

äëèííîé ïàìÿòè, è íàîáîðîò. Â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè óñòîé÷èâûå ïðî-
öåññû Ëåâè (L-óñòîé÷èâûå ïðîöåññû). Èíòóèòèâíî L-óñòîé÷èâîñòü âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ îçíà÷àåò íåèçìåííîñòü åãî ôîðìû (èíâàðèàíòíîñòü âïëîòü äî ïàðàìåòðà ìàñøòà-
áèðîâàíèÿ) ïðè ñóììèðîâàíèè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîä÷èíåííûõ ýòîìó çàêî-
íó. Ýòîò êëàññ âêëþ÷àåò ðàñïðåäåëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ � �P X x cxD �~ � , ãäå
0 2$ $� . Èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå
òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ïðèðàùåíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïîëó÷àåì L-óñòîé÷èâûé ïðî-
öåññ. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì L-óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
à áðîóíîâñêîå äâèæåíèå — ñîîòâåòñòâóþùèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì L-óñòîé÷èâîãî ïðîöåññà. Îä-
íàêî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ «òÿæåëûìè» õâîñòàìè (è áåñêîíå÷íîé âàðèàöèåé) òàêæå ìîãóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ãåíåðèðîâàíèÿ ñàìîàôôèííûõ ïðîöåññîâ, íà ýòîò ðàç ñ íåçàâèñèìûìè ïðè-
ðàùåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, äâà ðàçëè÷íûõ ïî ñâîåé ñóòè ôåíîìåíà (äàëüíèå êîððåëÿöèè
è ýêñòðåìàëüíî áîëüøèå êîëåáàíèÿ) ìîãóò áûòü ñâîéñòâåííû ñàìîàôôèííûì ïðîöåññàì.

Îáîáùåíèåì êëàññà ñàìîàôôèííûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ïðî-
öåññîâ, äëÿ êîòîðûõ ôàêòîð ìàñøòàáèðîâàíèÿ èìååò áîëåå îáùóþ ôîðìó:

� �X M c Xct t� , (22)

ãäå M( )� — íåçàâèñèìàÿ îò X ïîëîæèòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ îò c — òàêàÿ, ÷òî
� � � � � �M xy M x M y� äëÿ B Dx y, 0.

Äëÿ ñòðîãî ñòàöèîíàðíûõ (ò. å. ñòàöèîíàðíûõ â ðàñïðåäåëåíèè) ïðîöåññîâ âûïîëíÿåòñÿ
ëîêàëüíîå ïðàâèëî ìàñøòàáèðîâàíèÿ âèäà:

� �� �X M c X Xt c t tt t� � ��* * . (23)

Â ìóëüòèôðàêòàëüíîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü îáîáùåííóþ ýêñïîíåíòó Õåðñòà êàê
� � � �H c M cc� log è ïåðåïèñàòü (22) â âèäå:

� �X c Xct
H c

t� . (24)

Èç (22) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðàâèëî ìàñøòàáèðîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ X t :

� � � � � �E X c q tt
q q| | � �? 1, (25)

ãäå c q( ) è ?( )q — äåòåðìèíèñòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ ?( )q èìååò îñîáîå çíà÷åíèå è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Ïîëàãàÿ
q� 0, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí â ýòîé ôóíêöèè äîëæåí áûòü ðàâåí åäèíèöå. Äëÿ

� Êîíñóëüòàöèè
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ñàìîàôôèííîãî ïðîöåññà, êîòîðûé ìîæíî òàêæå íàçâàòü ìîíîôðàêòàëüíûì, ôóíêöèÿ ìàñ-
øòàáèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ?( )q H q� �1. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ê (25), ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé, à ïðè t <A ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìóëüòèôðàêòàëüíûé ïðîöåññ ìîæíî îïðåäåëèòü ëèøü íà îãðàíè÷åííîì
èíòåðâàëå âðåìåíè, ïîñêîëüêó íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ãîðèçîíòà äîëæíû ïðîÿâëÿòüñÿ ìîíî-
ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà.

Ìóëüòèôðàêòàëüíûé ïðîöåññ òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü [Castaing, Gagne, et al. (1990)] ÷å-
ðåç ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ åãî ïðèðàùåíèé, ðàññ÷è-
òàííûõ íà ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëàõ äëèíîé l è L, òàêèõ ÷òî L l� D� �, 1:

� � � � � �P x G u e P e x dul
u

L
u� � �K � , , (26)

ãäå Pl ( )� — ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèðàùåíèé ' l tX ïðîöåññà X t íà ãîðèçîíòå
äëèíîé l, ò. å. x X X Xl t t l t� � ��' (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ

' l t

L

tX X� ).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè X t — ïðîöåññ ëîãàðèôìà öåíû, òî ðå÷ü èäåò î ðàñïðåäåëåíèÿõ ëî-
ãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé íà ðàçíûõ ãîðèçîíòàõ. Ôóíêöèÿ � �G u� , , ôîðìà êîòîðîé çàâè-
ñèò ëèøü îò ñîîòíîøåíèÿ äëèí ãîðèçîíòîâ, íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ñàìîïîäîáèÿ (self-similarity
kernel). Â ïîñòåéøåì ñëó÷àå äëÿ ñàìîàôôèííûõ ïðîöåññîâ îíà èìååò âèä:

� � � �G u u H� ' �, ln� � , (27)

ãäå '( )� — ôóíêöèÿ Äèðàêà9.

Â ìîíîôðàêòàëüíîì ñëó÷àå äëÿ îïèñàíèÿ ìîäèôèêàöèè ðàñïðåäåëåíèé äîñòàòî÷íî îä-
íîé òî÷êè, òàê êàê ôîðìû Pl è PL îòëè÷àþòñÿ ëèøü ôàêòîðîì ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Ýòî îáúÿñíÿ-
åò âûðîæäåííûé õàðàêòåð ôóíêöèè (27).

Â îáùåì ìóëüòèôðàêòàëüíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (26) èìååò ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå Pl ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âçâåøåííóþ ñóïåðïîçèöèþ ìàñøòàáèðîâàííûõ ôóíêöèé
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ PL , ãäå ðàñïðåäåëåíèå âåñîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÿäðîì ñàìîïîäîáèÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, Pl îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíâîëþöèÿ (ñâåðòêà) ìåæäó ÿäðîì
ñàìîïîäîáèÿ è ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ PL . ßäðî ñàìîïîäîáèÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðîïà-
ãàòîðîì ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ïðîöåññà. Îïðåäåëåíèå (26) ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì
äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî êàñêàäà.

Â ýêîíîôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ ìîæíî íàéòè ðÿä èññëåäîâàíèé
ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ âîëàòèëüíîñòè öåí àêöèé è îáìåííûõ êóðñîâ. Òàê, â [Schmitt, Schertzer,
et al. (2000)]; [Pasquini and Serva (2000)] ïîêàçàíî, ÷òî íåëèíåéíîñòü ìàñøòàáèðóþùåé ôóíê-
öèè ?( )q , íàáëþäàåìàÿ ýìïèðè÷åñêè, íåñîâìåñòèìà ñ àääèòèâíûìè ìîíîôðàêòàëüíûìè ìî-
äåëÿìè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè, îñíîâàííûìè íà áðîóíîâñêîì äâèæåíèè, êîòîðûå
îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ â ôèíàíñàõ. Â ÷àñòíîñòè, ìóëüòèôðàêòàëüíûå ïðîöåññû ìîãóò áûòü ïî-
ðîæäåíû ìóëüòèïëèêàòèâíûì êàñêàäîì âîçìóùåíèé, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè æèäêîñòåé è ãàçîâ (îá ýòîì ïîäðîáíî áóäåò ñêàçàíî äàëåå).
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9 Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðàêà '( )x ðàâíà 0 âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå x � 0, è áåñêîíå÷íîñòè ïðè x � 0, òàê ÷òî
èíòåãðàë ôóíêöèè ðàâåí åäèíèöå.



Ñâîéñòâà ïðîñòûõ ìîäåëåé òèïà GARCH è ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè ïðè âðåìåííîì
àãðåãèðîâàíèè íå ïîçâîëÿþò àäåêâàòíî ìîäåëèðîâàòü öåíîâóþ äèíàìèêó íà ðàçëè÷íûõ ãî-
ðèçîíòàõ îäíîâðåìåííî. Â îòíîøåíèè ìîäåëè GARCH(1,1) è åå àíàëîãà â ôîðìå ñòîõàñòè÷å-
ñêîé âîëàòèëüíîñòè â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ïîêàçàíî [Drost and Nijman (1993)]; [Drost and
Werker (1996)] ñâîéñòâî ñîñòîÿòåëüíîñòè ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè (scale consistency), êîòîðîå
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äîõîäíîñòè çà êîðîòêèå èíòåðâàëû âðåìåíè ïîä÷èíÿþòñÿ GARCH(1,1),
òî è àãðåãèðîâàííûå íà äëèííûõ ãîðèçîíòàõ öåíû ñëåäóþò GARCH(1,1) ñ òåìè æå ïàðàìåòðà-
ìè. Ïðè ýòîì àâòîðàì ïðèøëîñü îñëàáèòü ïðåäïîñûëêó î íåçàâèñèìîñòè îøèáîê â ìîäå-
ëè (8), ïðåäïîëàãàÿ ëèøü, ÷òî êîýôôèöèåíòû � è � — ëó÷øèå ëèíåéíûå ïðåäèêòîðû âàðèà-
öèè, à îñòàòêè � t ñòàöèîíàðíû (òàê íàçûâàåìàÿ «ñëàáàÿ ôîðìà» GARCH). Óñòîé÷èâîñòü ïðè
ìàñøòàáèðîâàíèè îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé è ñëàáîé ñòîðîíîé ìîäåëè. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ìîæíî ïîëàãàòü íåçàâèñèìûìè îò ÷àñòî-
òû íàáëþäåíèÿ öåí. Ñ äðóãîé — ñòðîãàÿ èíâàðèàíòíîñòü ìîäåëè íå ïîçâîëÿåò âîñïðîèçâå-
ñòè ýâîëþöèþ ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ âîëàòèëüíîñòè ñ èçìåíåíèåì ìàñøòàáà.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ìîäåëè âîëàòèëüíîñòè, êîòîðàÿ íå òîëüêî
ïîçâîëÿåò âîñïðîèçâåñòè äëèííûå êîððåëÿöèè â äîõîäíîñòè è (èëè) íàëè÷èå «òÿæåëûõ»
õâîñòîâ äëÿ äàííûõ ñ îïðåäåëåííîé ÷àñòîòîé íàáëþäåíèÿ, íî è äàåò àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû
íà äðóãèõ âðåìåííû ´õ ãîðèçîíòàõ. Â èäåàëå ïîÿâèëàñü áû âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàòü èçìå-
íåíèå ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòè íà ðàçíûõ ãîðèçîíòàõ è âîñïðîçâîäèòü ìóëüòè-
ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùåãî âðåìåííî ´ãî ðÿäà.

6. Ãèïîòåçà î ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ âîëàòèëüíîñòè

Äî ñèõ ïîð ãîâîðèëîñü î âðåìåííîì àãðåãèðîâàíèè äîõîäíîñòåé ñ ñóãóáî ñòàòèñòè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Îòìå÷àëîñü, ÷òî âðåìåííîé ðÿä äîõîäíîñòåé, ðàññìàòðèâàåìûõ íà ðàç-
íûõ ãîðèçîíòàõ, èìååò ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà. Ìîæíî ëè ñîîòíåñòè ýòè ñâîéñòâà ñ ðåàëüíûìè
âðåìåííûìè ãîðèçîíòàìè, íà êîòîðûõ äåéñòâóþò ýêîíîìè÷åñêèå àãåíòû?

Ãèïîòåçà î ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ âîëàòèëüíîñòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íåîäíîðîä-
íîñòü â ãîðèçîíòàõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé èíâåñòîðàìè ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ôàêòîðîì äëÿ îáú-
ÿñíåíèÿ ñëîæíîé äèíàìèêè öåí. Âïåðâûå ñîîòâåòñòâóþùàÿ èäåÿ î òîì, ÷òî äèíàìèêà öåí
îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèÿìè ó÷àñòíèêîâ ðûíêà íà ðàçíûõ âðåìåííûõ ãîðèçîíòàõ, áûëà ñôîð-
ìóëèðîâàíà Ìþëëåðîì [Muller, Dacorogna, et al. (1997)]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â âîëàòèëüíî-
ñòè ìîæíî âûäåëèòü ýëåìåíòû, õàðàêòåðíûå äëÿ îïðåäåëåííûõ ÷àñòîò íàáëþäåíèÿ, êîòîðûå
èìåþò íåîäèíàêîâóþ âàæíîñòü äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ó÷àñòíèêîâ ðûíêà. Ê ïîñëåäíèì îòíîñÿòñÿ
ñïåêóëÿíòû, èñïîëüçóþùèå âíóòðèäíåâíûå êîëåáàíèÿ öåí, äíåâíûå òðåéäåðû, ïîðòôåëü-
íûå ìåíåäæåðû è èíñòèòóöèîíàëüíûå èíâåñòîðû, êàæäûé èç íèõ èìååò õàðàêòåðíûå ñêî-
ðîñòü ðåàêöèè íà íîâîñòè è ÷àñòîòó îïåðàöèé íà ðûíêå. Ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
÷àñòîòû êîëåáàíèé öåí àññîöèèðóþòñÿ ñ ïåðèîäàìè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé î ðàñïðåäåëåíèè
àêòèâîâ (èíòåðâàëû âðåìåíè ìåæäó èçìåíåíèÿìè ñîñòàâîâ ïîðòôåëåé äëÿ ðàçëè÷íûõ ó÷àñò-
íèêîâ ðûíêà).

Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ â ðàìêàõ ïîäõî-
äà ARCH ïðåäëîæåíà â [Muller, Dacorogna, et al. (1997)]; [Dacorogna, Muller, et al. (1998)]. Òåêó-
ùàÿ âîëàòèëüíîñòü ïðåäñòàâëåíà êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ êâàäðàòîâ äîõîäíîñòè çà ðàçëè÷-
íûå ïåðèîäû âðåìåíè â ïðîøëîì:
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ãäå c k &0 äëÿ âñåõ k n� 0, . . . , , ïðè÷åì äëÿ k � 0 è k n� íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãî;
rt — ëîãàðèôìè÷åñêàÿ äîõîäíîñòü (òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå rt ii

j
��� 1

ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëîãàðèôìè÷åñêóþ äîõîäíîñòü íà àêòèâ çà ïåðèîä äëèòåëüíîñòè j).

Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëó÷àåìàÿ ìîäåëü íåîäíîðîäíîé àâòîðåãðåññèîííîé óñëîâíîé ãåòå-
ðîñêåäàñòè÷íîñòè (heterogeneous autoregressive conditional heteroscedasticity, HARCH) ó÷è-
òûâàåò èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êîððåëÿöèé âîëàòèëüíîñòè. Îñíîâíûìè íåäîñòàòêàìè
ýòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ è âûñîêàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó íåçà-
âèñèìûìè ïåðåìåííûìè, êîòîðûå äåëàþò åå èäåíòèôèêàöèþ âåñüìà ñëîæíîé. Àâòîðû
ïðåäëàãàþò óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, èñïîëüçóÿ ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò. Ïîçäíåå
Êîðñè [Corsi (2004)] ñôîðìóëèðîâàë ìîäåëü, ïî ôîðìå ïîõîæóþ íà HARCH, íî èñïîëüçóþ-
ùóþ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ðåàëèçîâàííûå âîëàòèëüíîñòè íà ðàçëè÷íûõ ðå-
ïðåçåíòàòèâíûõ ãîðèçîíòàõ (íà äíåâíîì, íåäåëüíîì è ìåñÿ÷íîì), ÷òî óìåíüøàåò ÷èñëî ïà-
ðàìåòðîâ è ñíèæàåò êîððåëÿöèþ ìåæäó ðåãðåññîðàìè.

Çþìáàõ [Zumbach (2004)] ïðåäëîæèë îïðåäåëèòü òåêóùóþ (èëè ýôôåêòèâíóþ) âîëàòèëü-
íîñòü êàê âçâåøåííóþ ñóììó íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì âðåìåí-
íûì ãîðèçîíòàì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ n�1 ðåïðåçåíòàòèâíûõ ãîðèçîíòîâ, äëèíà êîòîðûõ @ k ,
k n� 0, . . . , , âîçðàñòàåò äèàäè÷åñêè: @ @k

k� �2 1
0. Êîìïîíåíòà âîëàòèëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ãîðèçîíòó k , îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé:
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(29)

ãäå rt — òåêóùàÿ äîõîäíîñòü íà ìèíèìàëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè 't, ñ êîòîðûì íàáëþäàþò-
ñÿ öåíû (' @t % 0).

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ, ðàâíûõ 't, ïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû 't � 1. Òîãäà,
èñïîëüçóÿ (29), ìîæíî îïðåäåëèòü äîõîäíîñòè è âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ:
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, (30)

ãäå äîõîäíîñòü rt k, äëÿ ãîðèçîíòà k k� �2 1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáû÷íîå èçìåíåíèå ëîãàðèôìà
öåí, ìàñøòàáèðóåìîå íà ìèíèìàëüíûé ïåðèîä âðåìåíè äëèíîé 't � 1.

Íàêîíåö, ðåçóëüòèðóþùàÿ (ýôôåêòèâíàÿ) âîëàòèëüíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíè÷íîìó
èíòåðâàëó âðåìåíè, çàïèñûâàåòñÿ:

� �� � 3 ��
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2 1
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Óáûâàíèå âåñîâ â (31) ïî ñòåïåííîìó çàêîíó îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå äëèííîé ïàìÿòè
â àìïëèòóäàõ äîõîäíîñòè. Îïèñàííàÿ ìîäåëü îêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ê FIGARCH, ãäå äëÿ ñîç-
äàíèÿ äàëüíèõ êîððåëÿöèé èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(ñì. ðàçäåë 3), îäíàêî ìîäåëü Çþìáàõà èìååò ÿñíóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ ìíîæåñò-
âåííûõ ãîðèçîíòîâ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ HARCH èñïîëüçóåòñÿ ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïàðàìåò-
ðîâ (÷åòûðå). Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî ýìïèðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â (31), ïîêàçûâà-
þò ëèøü âåñüìà íåçíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå ïðîãíîçíîé ñèëû ìîäåëè ïî ñðàâíåíèþ
ñ GARCH(1,1).

Åùå îäíà ìîäåëü âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ, íà ýòîò ðàç ñôîðìóëèðî-
âàííàÿ â òåðìèíàõ ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè, ïðåäëîæåíà Àíäåðñåíîì è Áîëëåðñëå-
âîì [Andersen (1996)]; [Andersen and Bollerslev (1997)]. Íåîäíîðîäíîñòü âðåìåííûõ ãîðèçîí-
òîâ èíòåðïðåòèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ðàçëè÷íîé óñòîé÷èâîñòè èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ,
âëèÿþùèõ íà âîëàòèëüíîñòü. Ýòè èíôîðìàöèîííûå ïîòîêè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôàê-
òîðû âîëàòèëüíîñòè, çíà÷èìûå äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ èíâåñòîðîâ. Òåêóùàÿ äîõîäíîñòü îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷åðåç ñêðûòóþ âîëàòèëüíîñòü, êîòîðàÿ ïîëàãàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé èíòåíñèâ-
íîñòè àãðåãèðîâàííîãî èíôîðìàöèîííîãî ïîòîêà Vt :

r Vt t t�
1

2, , (32)

ãäå iid t, — ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ìàòîæèäàíèåì è åäèíè÷íîé âàðèàöèåé.

Èíôîðìàöèîííûé ïîòîê Vt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ñîâìåñòíîãî âîçäåéñòâèÿ n

ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ Vt j, , êàæäûé èç êîòîðûõ ìîäåëèðóåòñÿ ñîãëàñíî ëîã-
íîðìàëüíîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè òèïà (17):

v vt j j t j t j, , ,� � ��� �1 (33)

ãäå v Vt j t j j, ,ln� �
 , � �
 j j tE V� ln , è � t j, ïîëàãàþòñÿ � �iid N j0 2, � ;
� j — ïàðàìåòð, îòðàæàþùèé óñòîé÷èâîñòü èíôîðìàöèîííîãî ïîòîêà j, êîòîðûé ïîëà-
ãàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, 0 1% $� j .

Àãðåãèðîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ãåîìåòðè-
÷åñêîé ñðåäíåé:

ln ,V vt t j

i

N

j

i

N

�
� �
� �

1 1


 . (34)

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ñïåêòð lnVt ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì èç ñïåêòðîâ àâòîðåãðåññèîííûõ
ïðîöåññîâ, îïðåäåëåííûõ äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû óðàâíåíèåì (33).

Çàäàâàÿ ãåòåðîãåííîñòü ïàðàìåòðà óñòîé÷èâîñòè� j ñòàíäàðòíûì �-ðàñïðåäåëåíèåì, àâ-
òîðû èññëåäóþò äèíàìèêó àìïëèòóä äîõîäíîñòåé è ÷åòíûõ ìîìåíòîâ äîõîäíîñòè, à òàêæå
äåìîíñòðèðóþò íàëè÷èå äàëüíèõ êîððåëÿöèé. Êðîìå òîãî, ïîëó÷àåìûé â ôîðìå ñìåñè ðàñ-
ïðåäåëåíèé ïðîöåññ îêàçûâàåòñÿ ñàìîàôôèííûì (ò. å. àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ óáûâà-
åò ãèïåðáîëè÷åñêè ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ äëÿ âñåõ ñòåïåííûõ òðàíñôîðìàöèé àìïëèòóä
äîõîäíîñòåé, è ýòî íåçàâèñèìî îò äëèíû èíòåðâàëîâ âðåìåíè, çà êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ
äîõîäíîñòè).
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Ìîäåëü Àíäåðñåíà è Áîëëåðñëåâà íîñèò, ñêîðåå, ýêñïëèêàòèâíûé õàðàêòåð (àâòîðû ïû-
òàþòñÿ îáúÿñíèòü äàëüíèå êîððåëÿöèè ÷åðåç íåîäíîðîäíîñòü èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ)
â îòëè÷èå îò îïèñàííûõ ðàíåå ìîäåëåé, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò èäåíòèôèêàöèþ ïàðàìåò-
ðîâ è ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Îäíàêî îñòàåòñÿ íåîáúÿñíåííûì
ñâîéñòâî ìóëüòèôðàêòàëüíîñòè, êîòîðîå íàáëþäàåòñÿ â âîëàòèëüíîñòè ýìïèðè÷åñêè. Êðîìå
òîãî, îòñóòñòâóåò ìèêðîýêîíîìè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìîäåëè, îñíîâàííîå íà ïîâåäåíèè
ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ.

Îáîñíîâàíèå ñâîéñòâ âîëàòèëüíîñòè öåí â ðàìêàõ ìîäåëåé ìèêðîñòðóêòóðû ïðåäëàãà-
ëîñü â ðÿäå èññëåäîâàíèé. Â ÷àñòíîñòè, Áðîê è Õîìñ [Brock and Hommes (1997)] ââîäÿò ïîíÿ-
òèå àäàïòèâíîãî ðàöèîíàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå óñòàíàâëèâàåòñÿ íà ôèíàíñîâîì ðûí-
êå â óñëîâèÿõ ðàöèîíàëüíîãî âûáîðà èíâåñòîðàìè ôóíêöèé ïðîãíîçèðîâàíèÿ áóäóùèõ öåí.
Ìíîæåñòâî ôóíêöèé ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàäàíî a priori, à êðèòåðèåì âûáîðà ñëóæèò êà÷åñòâî
ïðîãíîçà, ïîëó÷àåìîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ôóíêöèé íà èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ. Èñêóññò-
âåííûå ðûíêè òàêîãî òèïà èçó÷àþòñÿ òàêæå â [Lux and Marchesi (2000)]; [Chiarella and He
(2001)], ãäå èíâåñòîðû ïî ñõîäíîìó ïðèíöèïó âûáèðàþò ìåæäó ÷àðòèñòñêèìè (ýêñòðàïîëè-
ðóþùèìè ïðîøëîå) è ôóíäàìåíòàëüíûìè ñòðàòåãèÿìè. Âîñïðîèçâîäÿ íåêîòîðûå ýìïèðè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà äèíàìèêè öåí, ýòè ìîäåëè â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè îáúÿñíÿþò ïàðàäîêñ èç-
áûòî÷íîé âîëàòèëüíîñòè. Îäíàêî îíè íàïðÿìóþ íå ó÷èòûâàþò íåîäíîðîäíîñòü âðåìåí-
íûõ ãîðèçîíòîâ. Â àíàëîãè÷íîì êîíòåêñòå Ëåáàðîí [LeBaron (2001b)] èññëåäóåò âûáîð
ìåæäó ñòðàòåãèÿìè, êîòîðûå èñïîëüçóþò ïðåäøåñòâóþùèå íàáëþäåíèÿ öåí íà ðàçëè÷íûõ
ãîðèçîíòàõ.

Îáùèìè íåäîñòàòêàìè ýòèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ àïðèîðíîå îïðåäåëåíèå òèïîâ äîñòóïíûõ
ýêîíîìè÷åñêèì àãåíòàì ñòðàòåãèé, à òàêæå îòñóòñòâèå ïðÿìîé àíàëèòè÷åñêîé ñâÿçè ñî ñïå-
öèôèêàöèåé ïðîöåññîâ ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè, èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå. Òàê,
ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ ìîäåëüþ èñêóññòâåííîãî ðûíêà Ëåáàðîí [LeBaron (2001a)]
ïðåäëàãàåò ïðîñòóþ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè ñ òðåìÿ ôàêòîðàìè, êàæäûé
èç êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïðîöåññîì òèïà OU, îïèñàííûì â ðàçäåëå 4 ñ ðàçëè÷íîé ñêîðîñòüþ ðå-
âåðñèè ê ñðåäíåé. Ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè òàêîãî òèïà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòîâ òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ â [Perello, Masoliver, et al. (2004)]. Â [Molina,
Han, et al. (2004)] èññëåäóåòñÿ ñïîñîá åå îöåíêè ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî — ìàðêîâñêèõ öåïåé
(Monte Carlo Markov chains, MCMC). Ìíîãîôàêòîðíûå ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå ïðîöåññû OU,
õîðîøî âîñïðîèçâîäÿò äàëüíèå êîððåëÿöèè è ìîãóò ó÷èòûâàòü ýôôåêò ëåâåðèäæà, îäíàêî
íåñîñòîÿòåëüíû ïðè âðåìåííîì àãðåãèðîâàíèè â ñèëó êîíå÷íîñòè ÷èñëà ôàêòîðîâ
è íå èìåþò àíàëèòè÷åñêîé ñâÿçè ñ ìîäåëÿìè ìèêðîñòðóêòóðû èñêóññòâåííîãî ðûíêà. Ìî-
äåëü [Barndorff-Nielsen and Shephard (2001)], ãäå èñïîëüçóåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà ïðîöåññîâ OU, ëèøåíà ïåðâîãî èç ýòèõ íåäîñòàòêîâ.

7. Ìîäåëèðîâàíèå ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòîâ è òóðáóëåíòíîñòü

Îïèñàííûå âûøå ìîäåëè âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ ïûòàþòñÿ ïðåä-
ñòàâèòü òåêóùóþ âîëàòèëüíîñòü êàê ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ (èëè êîìïîíåíò), èçìå-
íÿþùèõñÿ ñ ðàçíîé ÷àñòîòîé. Òàêîå îïèñàíèå âîëàòèëüíîñòè èìååò ïðÿìóþ àíàëîãèþ â ôè-
çèêå æèäêîñòåé è ãàçîâ. Â ãèäðîäèíàìèêå èçó÷àþò ÿâëåíèå òóðáóëåíòíîñòè, ïðè êîòîðîì
â òå÷åíèÿõ æèäêîñòåé è ãàçîâ îáðàçóþòñÿ âèõðè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ, âñëåäñòâèå ÷åãî òåð-
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ìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè (ñêîðîñòü, òåìïåðàòóðà, äàâëåíèå è ïëîòíîñòü) ïîäâåðæå-
íû ñëó÷àéíûì ôëóêòóàöèÿì. Áîëüøàÿ ÷àñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ
ñîäåðæèòñÿ â âèõðÿõ áîëüøîãî ìàñøòàáà. Ýíåðãèÿ êàñêàäîì ïåðåõîäèò îò ýòîãî áîëüøîãî
ìàñøòàáà ê áîëåå êîðîòêèì âèõðåâûì ñòðóêòóðàì. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîðîæäàÿ
âñå áîëåå è áîëåå ìåëêèå âèõðè, èìåþùèå èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Óñëîâèå, ïðè êîòîðûõ
ëàìèíàðíîå (ò. å. íîðìàëüíîå, íåâèõðåâîå) òå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ òóðáóëåíòíûì, îïðåäåëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêèì ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà, çàâèñÿùèì îò âÿçêîñòè æèäêîñòè è ñâîéñòâ òå÷åíèÿ. Îñ-
íîâû ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè çàëîæåíû Êîëìîãîðîâûì [Êîëìîãîðîâ (1941)],
à ñîâðåìåííûé îáçîð ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [Ôðèê (2003)].

Âïåðâûå àíàëîãèÿ ìåæäó òóðáóëåíòíîñòüþ è âîëàòèëüíîñòüþ íà ôèíàíñîâîì ðûíêå áûëà
ïðåäëîæåíà â [Ghashghaie, Breymann, et al. (1996)]. Àâòîðû çàìåòèëè, ÷òî ñîîòíîøåíèå ìåæ-
äó ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòè íà ðàçíûõ ãîðèçîíòàõ àíàëîãè÷íî ñîîòíîøå-
íèþ ìåæäó ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ ñêîðîñòåé ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè
â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè (òàêèì îáðàçîì,
âìåñòî ôèçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ â ôèíàíñàõ èñïîëüçóåòñÿ ðàññòîÿíèå âî âðåìåíè). Êàñêàä
âîëàòèëüíîñòè èíòåðïðåòèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ãèïîòåçû î ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ Ìþë-
ëåðà [Muller, Dacorogna, et al. (1997)].

Àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìóëüòèïëèêàòèâíîãî êàñêàäà âîëàòèëüíîñòè (multiplicative cascade
model, MCM) áûëà ïðåäëîæåíà Ãàøãå, Áðåéìàíîì è Òàëêíåðîì [Breymann, Ghashghaie, et al.
(2000)]. Â ýòîé ìîäåëè âîëàòèëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ âîçìóùå-
íèé íà ðàçëè÷íûõ ãîðèçîíòàõ (÷àñòîòàõ). Îáîçíà÷èì S t äèñêðåòíûé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ
äëÿ öåíû àêöèé è äîõîäíîñòü r S St t t� � �ln ln 1. Â MCM äîõîäíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

rt t t�� � , (35)

ãäå � t — íåêîòîðûé íå çàâèñÿùèé îò âðåìåííûõ ãîðèçîíòîâ iid øóì;
� t — ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè, êîòîðûé ìîæíî ðàçëîæèòü íà ðÿä ãîðè-
çîíòîâ @ @1- -� n (çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî @1 — ñàìûé äëèííûé ãîðèçîíò), òàê ÷òî
âîëàòèëüíîñòü íà ãîðèçîíòå k n� 2, . . . , çàâèñèò îò âîëàòèëüíîñòè íà áîëåå äëèííîì ãî-
ðèçîíòå k �1è îò íåêîòîðîãî ïðîöåññà îáíîâëåíèÿ X t k, :

� �� �t k k t kt X, ,� �1 . (36)

Òàêèì îáðàçîì, ìóëüòèïëèêàòèâíûé êàñêàä äëÿ âîëàòèëüíîñòè ïðèíèìàåò âèä:

� � �t t n t k

k

n

X� �
�
L, ,0

1

. (37)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t 0 âñå ïðîöåññû îáíîâëåíèÿ X t k, èíèöèàëèçèðóþòñÿ êàê iid

ëîãíîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì � �E X xt k kln , � è âàðèà-
öèåé � �Var ln ,X t k k� �2 . Äëÿ ïåðåõîäà îò ìîìåíòà t n ê ìîìåíòó t tn n n� � �1 @ (íàïîìíèì, ÷òî
@ n — ñàìûé êîðîòêèé ðàññìàòðèâàåìûé ãîðèçîíò) îïðåäåëÿåì:

� �� � � �X A X At t t t tn n n n n� � � �� � �1 1 1 11 1 1 1 11, , , , ,I I , , (38)

ãäå At n�1 1, — ñîáûòèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îáíîâëåíèþ ïðîöåññà X t , 1 â ìîìåíò t n�1;
��I � — ôóíêöèÿ-èíäèêàòîð;
, t ,1 — iid ëîãíîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðàìè 
 è âàðèàöèÿìè �2 .
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Â ëþáîé ìîìåíò t n ñîáûòèå � �At n�1 1, ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ p1. Ïî àíàëîãèè� �At n k�1,

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîáûòèå îáíîâëåíèÿ ïðîöåññà X t k, â ìîìåíò t n�1. Äèíàìèêà íà ãîðèçîíòàõ
k m� 2, . . . , îïðåäåëÿåòñÿ èòåðàòèâíî ñ ïîìîùüþ:

� �� � � �� � � �X A A X At k t k t k t k t k tn n n n n n� � � � �� � � ��1 1 1 1 11 11, , , , , ,I I I ,� 	k , (39)

ãäå äëÿ Bk t k, , — ëîãíîðìàëüíûå iid ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðàìè 
 è �2 .

Èç óðàâíåíèÿ (39) ñëåäóåò, ÷òî îáíîâëåíèå íà ãîðèçîíòå k â ìîìåíò t n�1 ïðîèñõîäèò, ëè-
áî åñëè îáíîâëåíèå ïðîèçîøëî íà ïðåäøåñòâóþùåì áîëåå äëèííîì ãîðèçîíòå k �1, ëèáî
ñ âåðîÿòíîñòüþ pk , ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáûòèþ At kn�1, . Âåðîÿòíîñòè îáíîâëåíèÿ p k( ) äîëæíû
áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñðåäíèé èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ îáíîâëåíèÿìè íà ãîðè-
çîíòå k áûë ðàâåí äëèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî ãîðèçîíòà @ k . Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü ëèøü äèàäè÷åñêèå ãîðèçîíòû, ò. å. òàêèå, ÷òî
@
@

k

k

� �1
2 äëÿ � �k n� 2, . . . , . Èñïîëüçóÿ

ñâîéñòâà ïðîöåññà Áåðíóëëè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòè îáíîâëåíèÿ äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü:

p p k nn
k

k n k n

k n1
1

1

1
2

2 2

1 2
2� �

�
�

��
� � �

� �, , , ,� . (40)

Ýìïèðè÷åñêàÿ àäåêâàòíîñòü ìîäåëè ïîäòâåðæäàåòñÿ ñâîéñòâàìè ACF äîõîäíîñòåé
íà ðàçëè÷íûõ ãîðèçîíòàõ, îïðåäåëÿåìûõ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: r P Pt k t t k, ln ln� � �@ .
Â [Arneodo, Muzy, et al. (1998)] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðåäïîñûëêàõ MCM àâòîêîâàðèàöèîííàÿ
ôóíêöèÿ ëîãàðèôìîâ àìïëèòóä äîõîäíîñòè íà ëþáûõ ãîðèçîíòàõ äîëæíà óáûâàòü êàê ëîãà-
ðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ:

� �� �Cov ln| | , ln| | ln ,, ,r r
t

tt t k t k k� M� D*
*

*�
@

@2

1

. (41)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå òàêæå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èäåíòèôèêàöèè «ñàìîãî äëèí-
íîãî ãîðèçîíòà» âîëàòèëüíîñòè [Muzy, Sornette, et al. (2001)]. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ìîäåëü MCM óäîáíî ðàññìàòðèâàòü â âåéâëåòíîì îðòîíîðìàëüíîì áàçèñå, ÷òî óïðîùàåò
ñèìóëÿöèè è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òèïà óðàâíåíèÿ (41) [Arneodo,
Muzy, et al. (1998)].

Íà ðèñ. 9 è 10 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ñèìóëÿöèè MCM ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåàëüíûìè äàííûìè
äëÿ èíäåêñà CAC40. Êîëè÷åñòâî ãîðèçîíòîâ ïðè ñèìóëÿöèè âûáðàíî ðàâíûì 14, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò âîñïðîèçâåñòè ñêîðîñòü óáûâàíèÿ âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, à îñ-
òàëüíûå ïàðàìåòðû ïîäáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñîîòâåòñòâèå ïåðâûõ
äâóõ âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ îöåíêàì, ïîëó÷åííûì íà ðåàëüíûõ äàííûõ. Îáðàòèì âíèìàíèå,
÷òî íà ðèñ. 9 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû äëÿ äîõîäíîñòåé, àãðåãèðîâàííûõ â äíåâíûå èíòåðâàëû,
òîãäà êàê ñèìóëèðîâàëèñü 15-ìèíóòíûå äîõîäíîñòè. Ýòî èëëþñòðèðóåò âàæíóþ îñîáåííîñòü
êàñêàäà âîëàòèëüíîñòè: êëàñòåðèçàöèÿ âîëàòèëüíîñòè è äàëüíèå êîððåëÿöèè ñîõðàíÿþòñÿ
ïðè âðåìåííîì àãðåãèðîâàíèè, ò. å. íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ãîðèçîíòàõ.

Îïèñàííàÿ âûøå ìîäåëü MCM íàçûâàåòñÿ ëîãíîðìàëüíîé, ïîñêîëüêó ýòîìó âåðîÿòíîñòíîìó
çàêîíó ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé âîëàòèëüíîñòè. Ýòî íè â êîåì ñëó÷àå íå îç-
íà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé äîëæíî áûòü ëîãíîðìàëüíûì.
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Ðèñ. 9. Ñèìóëÿöèÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ìóëüòèïëèêàòèâíîãî êàñêàäà è ðåàëüíûå äàííûå (äíåâíûå äîõîäíîñòè):

a — äíåâíûå äîõîäíîñòè íà èíäåêñ CAC40 (Euronext, çíà÷åíèÿ èíäåêñà CAC40 ñ 20 ìàðòà 1995 ã. ïî 24 ôåâðàëÿ 2005 ã.); á — äíåâ-

íûå äîõîäíîñòè, ñèìóëèðîâàííûå ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ìóëüòèïëèêàòèâíîãî êàñêàäà ñ 14 ãîðèçîíòàìè (îò 15 ìèí äî 256 äíåé).

Äîõîäíîñòè ñèìóëèðóþòñÿ çà êàæäûå 15 ìèí, à çàòåì àãðåãèðóþòñÿ äî äíåâíûõ èíòåðâàëîâ

Ðèñ. 10. Ñèìóëÿöèÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ìóëüòèïëèêàòèâíîãî êàñêàäà è ðåàëüíûå äàííûå

(âûáîðî÷íàÿ ACF àìïëèòóä äíåâíûõ äîõîäíîñòåé CAC40):

a — âûáîðî÷íàÿ ACF äëÿ àìïëèòóä äíåâíûõ äîõîäíîñòåé íà èíäåêñ CAC40 (Euronext, åæåäíåâíûå çíà÷åíèÿ èíäåêñà CAC40 ñ 20 ìàð-

òà 1995 ã. ïî 24 ôåâðàëÿ 2005 ã.); á — âûáîðî÷íàÿ ACF äëÿ äàííûõ, ñèìóëèðîâàííûõ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ìóëüòèïëèêàòèâíîãî êàñ-

êàäà ñ 14 ãîðèçîíòàìè (îò 15 ìèí äî 256 äíåé).

Äîõîäíîñòè ñèìóëèðóþòñÿ çà êàæäûå 15 ìèí, à çàòåì àãðåãèðóþòñÿ äî äíåâíûõ èíòåðâàëîâ



Òàê, íè÷òî íå ìåøàåò çàäàòü ìîäåëü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà êîðîòêèõ ãîðèçîíòàõ íàáëþäà-
ëèñü «òÿæåëûå» õâîñòû (ñì. îá ýòîì íèæå). Â îïèñàííîé âûøå ôîðìå îíà ïîçâîëÿåò ñèìóëè-
ðîâàòü äàííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïî ìíîãèì ñòàòèñòè÷åñêèì ñâîéñòâàì ðåàëüíî íàáëþäàå-
ìûì â ôèíàíñàõ. Îäíàêî åå ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå â òàêîì âèäå çàòðóäíèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó îòñóòñòâóþò ÷åòêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ è ñïîñîáû îöåíêè.

Ñâÿçü ìåæäó MCM (â äàííîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì î ìóëüòèïëèêàòèâíîì êàñêàäå â áîëåå
îáùåì ñìûñëå, îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîé ñïåöèôèêàöèè â [Breymann, Ghashghaie, et al.
(2000)], ïðåäñòàâëåííîé âûøå) è ìóëüòèôðàêòàëüíûìè ïðîöåññàìè èçó÷àåòñÿ â [Muzy,
Delour, et al. (2000)]. Ðàññìîòðèì äèàäè÷åñêèå ãîðèçîíòû äëèíîé @ @n

n� �2 0. Ïðèðàùåíèå
ïðîöåññà X t íà èíòåðâàëå @ k , îáîçíà÷àåìîå ' k tX , ñâÿçàíî ñ ïðèðàùåíèåì íà ñàìîì äëèí-
íîì ãîðèçîíòå ÷åðåç:

' 'k t i

i

k

tX W X�
�
�
�
�

�
�
��

�
L

1
0 , (42)

ãäå Wi — íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé iid ñëó÷àéíûé ôàêòîð.

Â ìîäåëè MCM ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè � t áûë îïðåäåëåí àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì. Âûðàæåíèå (42) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ëî-
ãàðèôìàõ ëîêàëüíîé âîëàòèëüíîñòè:

3 3t k t k kW, , ln� �� �1 1, (43)

ãäå � �3 't k k tX, ln | |�
1

2
2 10.

Åñëè âîçìóùåíèÿ lnWi ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó � �N 
 �, 2 , ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ 3 t k, , îáîçíà÷àåìàÿ � �Pk 3 , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

� � � �� �� �P N Pk
k3 
 � 3� , *

*2
0 , (44)

ãäå * — îïåðàòîð ñâåðòêè, çàäàâàåìûé äëÿ äâóõ ôóíêöèé — f t( ) è g t( ) âûðàæåíèåì
� �� � � � � �f g t f u g t u du* � �K .

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (44) ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ ìóëüòèôðàêòàëüíîñòè â (26)
c ëîãíîðìàëüíûì ïðîïàãàòîðîì âèäà:

� � � �G N N k k
k

k
@ @ 
 � 
 �,

*
, ,0

2 2� � . (45)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìóëüòèôðàêòàëüíûé ïðîöåññ, ñîîòâåòñòâóþùèé (26), ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî êàñêàäà.

Èç ïðèâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëü MCM ìîæíî çàäàòü, èñïîëüçóÿ ìóëüòè-
ôðàêòàëüíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå (multi-fractal random walk, MRW). Êëàññ òàêèõ ïðîöåñ-
ñîâ áûë ïðåäëîæåí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âîëàòèëüíîñòè â [Bacry, Delour, et al. (2001)] è çàòåì
îáîáùåí â [Muzy and Bacry (2002)]; [Pochart and Bouchaud (2002)]. Äèñêðåòíàÿ âåðñèÿ MRW

ñ øàãîì *t ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì
t

t*
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
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10 Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (41) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòâåòñòâóåò � �Cov t t k t k3 3'� , ,, .



� �X t Xt t k

k

t
t

* *

*

�
�
�' ,

1

, (46)

ãäå 'X t k* , — øóì, âàðèàöèÿ êîòîðîãî çàäàíà ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì:

� �' 3 �X t k t k t* * *, ,exp� , (47)

ãäå 3*t k, — ëîãàðèôì ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè, êàê è â (43);
�*t — íåçàâèñèìûé îò 3 ãàóññîâñêèé øóì.

Îïðåäåëåíèå 3*t k, îñíîâàíî íà ôîðìå êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé
îïèñàííîé âûøå MCM:

� �

� �

Cov 3 3 � 2

2

* * *

*
* *

t k t l t k l

t m

T

m t
m

T
, , ,| |

,

, ln ,

| |
, | |

�

�
�

%

�
2

1 t

m
T

t
t m

�

� D �

1

1 12*
*

, , | | .

, (48)

Çäåñü T ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëüíîìó âðåìåíè, ò. å. ñàìîìó áîëüøîìó ãîðèçîíòó, ïîñëå
êîòîðîãî ïåðåñòàþò íàáëþäàòüñÿ ìóëüòèôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà. ×òîáû îáåñïå÷èòü êîíå÷-
íóþ âàðèàöèþ ïðèðàùåíèé ïðîöåññà X tt* ( ) ïðè ïåðåõîäå ê íåïðåðûâíîìó âðåìåíè ÷åðåç
*t < 0, íåîáõîäèìî çàäàòü ñðåäíþþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ âîëàòèëüíîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� � � �E
T

t
t k t k3 3 �* *

*
, , ln .�� ��

�
�
�
�

�
�
��Var 2 (49)

Ìîäåëü MRW èäåíòèôèöèðóåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: âàðèàöèåé ïðèðàùåíèé ïðîöåññà
X tt* ( ), âàðèàöèåé ïðèðàùåíèé ïðîöåññà ëîãàðèôìè÷åñêèõ âîëàòèëüíîñòåé � ��2 è èíòå-
ãðàëüíûì âðåìåíåì T . Ýòè ïàðàìåòðû ìîæíî äîñòàòî÷íî ïðîñòî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ ôîðìó
ñïåêòðà è àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. MRW òàêæå äîïóñêàåò îáîáùåíèå â ìíîãîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå [Muzy and Bacry (2002)]. Îäíàêî òàêàÿ ýêîíîìè÷íîñòü ïàðàìåòðèçàöèè îãðà-
íè÷èâàåò âîçìîæíîñòè òî÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó âîëàòèëüíîñòÿìè
íà ðàçëè÷íûõ ãîðèçîíòàõ, êàê, íàïðèìåð, â ìîäåëè HARCH èëè â ìîäåëè Çþìáàõà (ñì. ðàç-
äåë 6). Ëèí÷ è Çþìáàõ [Lynch and Zumbach (2003)], èññëåäóÿ êàñêàä âîëàòèëüíîñòåé ýìïè-
ðè÷åñêè ÷åðåç êîððåëÿöèè èñòîðè÷åñêîé è ðåàëèçîâàííîé âîëàòèëüíîñòè, îòìå÷àþò, ÷òî
ñòðóêòóðà ýòîãî êàñêàäà îòëè÷àåòñÿ îò íàáëþäàåìîãî â òóðáóëåíòíîñòè. Ýòî ìîæåò áûòü
ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ãîðèçîíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòîòå
îïåðàöèé íà ðûíêå ðàçíûõ òèïîâ èíâåñòîðîâ (äíåâíûå ñïåêóëÿíòû, ïîðòôåëüíûå ìåíåä-
æåðû, ïåíñèîííûå ôîíäû è ïð.). Ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëÿìè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè
ïðîöåññû òèïà MRW íå ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü ýôôåêò ëåâåðèäæà (â ÿâíîì âèäå). Êðîìå òî-
ãî, òåðÿåòñÿ èíòóèòèâíî ïðèâëåêàòåëüíîå äëÿ ýêîíîìèñòà ïîíÿòèå ðåâåðñèè âîëàòèëüíî-
ñòè ê ñðåäíåìó óðîâíþ, ïðèñóùåå ïðîöåññàì OU. Â [Anteneodo and Riera (2005)] ïðåäëàãà-
åòñÿ ìîäåëü àääèòèâíî-ìóëüòèïëèêàòèâíîãî êàñêàäà, êîòîðàÿ äîïîëíÿåò îïèñàííóþ
â ýòîì ðàçäåëå ìîäåëü ðåâåðñèâíûì ýôôåêòîì, îäíàêî èìååò ñóùåñòâåííî áîëüøóþ ñëîæ-
íîñòü.

� Êîíñóëüòàöèè
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Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ âîëàòèëüíîñòè, òàêæå îòíîñÿùèéñÿ ê ýêîíî-
ôèçèêå, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ýâîëþöèè
ðàñïðåäåëåíèé äîõîäíîñòåé íà ðàçëè÷íûõ ãîðèçîíòàõ. Íåîáõîäèìîé ïðåäïîñûëêîé òàêî-
ãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâîñòü êàñêàäà âîëàòèëüíîñòè. Ðàññìîòðèì ðÿä ãîðèçîíòîâ
@ @ @0 1$ $ $� n (â äàííîì ñëó÷àå â îòëè÷èå îò ïðåäøåñòâóþùåãî îïèñàíèÿ MCM óäîáíåå
îáîçíà÷àòü ãîðèçîíòû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ) è ïðîöåññ ' k X ïðèðàùåíèé íà ãîðèçîíòå

� �@ k k n, , ,� 0 � ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà X t äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî t (ýòî ìîæåò
áûòü ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè èëè ñêîððåêòèðîâàííûé íà òðåíä ïðîöåññ öå-
íû àêòèâà, èëè åãî ëîãàðèôì). Ìàðêîâîñòü äëÿ ' k X ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò:

� � � �P x P x k nk k n k k| , , | , , ,� �� � �1 1 0 1� � , (50)

ãäå Pk k| ( )� �1 îçíà÷àåò óñëîâíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ' k X ïðè óñëîâèè, ÷òî ' k X�1 .

Ïîñêîëüêó

� �
� �
� �

P x
P x x

P x x
k k K n

k n k n

k n k n

| , , ,
, ,

, ,

, ,

, ,
�

� �
�1

1 1
�

�

�

�

�
, (51)

äîñòàòî÷íî çíàòü óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãîðèçîíòîâ
è ðàñïðåäåëåíèå íà ñàìîì äëèííîì ãîðèçîíòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ P n0, ,� âñåõ ïðèðàùåíèé. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî èìååò îñîáîå çíà÷åíèå äëÿ ôèíàíñîâ. Èñ-
ïîëüçóÿ åãî, ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì ñèìóëÿöèè ïðîöåññà ñ òàêèìè æå âåðîÿòíîñòíûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè ïðèðàùåíèé íà âñåõ ãîðèçîíòàõ, êàê è ó èìåþùèõñÿ äàííûõ [Nawroth and
Peinke (2006)]. Àëãîðèòì ñèìóëÿöèè íåîáõîäèì äëÿ ðåàëèçàöèè îöåíîê ìåòîäîì Ìîíòå-Êàð-
ëî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ èíñòðóìåíòîâ è óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëåì.

Äëÿ ïðîâåðêè ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà ïðîöåññà îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëî-
âèå, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì ×åïìåíà—Êîëìîãîðîâà:

� � � � � � � �P x P x P u d u k l mm k m X u l kl| | | ,� $ $�K ' , (52)

êîòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ òðåõ ïðèðàùåíèé íåïîñðåäñòâåííûì ñðàâíå-
íèåì ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâíåíèé. Ýìïèðè÷åñêèå äàííûå ïî ïðèðàùåíèÿì îáìåííûõ
êóðñîâ è âîëàòèëüíîñòÿì àêöèé õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ (52) è íå ïîçâîëÿþò îòâåðãíóòü ãèïî-
òåçó ìàðêîâîñòè [Friedrich, Peinke, et al. (2000)]; [Renner, Peinke, et al. (2001a)]; [Ausloos and
Ivanova (2003)]; [Áóõáèíäåð è ×èñòèëèí (2005)]; [Cortines, Riera, et al. (2007)]. Çàìåòèì, ÷òî
â MCM ìû äåëàëè ïðåäïîñûëêó ìàðêîâîñòè íåÿâíûì îáðàçîì, ñ÷èòàÿ âîëàòèëüíîñòü íà êàæ-
äîì ãîðèçîíòå ðåçóëüòàòîì äîáàâëåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âîçìóùåíèÿ ê âîëàòèëüíîñòè
íà ïðåäûäóùåì, áîëåå äëèííîì ãîðèçîíòå.

Äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óïðàâ-
ëÿþùåìó óðàâíåíèþ â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ Êðàìåðñà—Ìîéàëà [Risken (1989), c. 48–50] (çäåñü
äëèíà ãîðèçîíòà @ ïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé):

� � � � � ��
N
N

� �
N
N

�
�
�
�

�
�
��

�

A

�@
@

@@ @ @ @P x
x

D x P x
k

k

k

| |,0 0

1

. (53)

Êîýôôèöèåíòû � �D xk , @ Êðàìåðñà—Ìîéàëà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðåäåë ïðè*@ < 0 óñëîâ-
íûõ ìîìåíòîâ � �M Xk ' @ @@ , , * :
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� � � �

� � � � � �

D x M x

M x
k

u P u d

k k

k
k

, lim , , ,

, ,
!

@ @ @

@ @
@
@

@

@

@� @>@

�

� �

<

K
*

*
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(54)

Â îáùåì ñëó÷àå âñå êîýôôèöèåíòû Êðàìåðñà—Ìîéàëà îòëè÷íû îò íóëÿ, îäíàêî ñîãëàñ-
íî òåîðåìå Ïîóëà, åñëè � �D x4 0, @ � , âñå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè íà÷èíàÿ ñ 3-ãî òàêæå
ðàâíû íóëþ. Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêè. Â ýòîì ñëó÷àå âû-
ðàæåíèå (53) ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîñòîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà—Ïëàíêà (èçâåñòíîå êàê âòîðîå
óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà):
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@ @@ @ @ @P x
x

D x
x
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2

2 2 0 . (55)

Áåçóñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ' @ X íà ãîðèçîíòå @ ïîä÷èíÿåòñÿ òîìó æå äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

Óðàâíåíèå Ôîêêåðà—Ïëàíêà îïèñûâàåò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðî-
öåññà, çàäàâàåìîãî óðàâíåíèåì Ëàíæåâàíà:

� � � � � � � ��
N
N

� �@
@

@ @ @ @x D x D x f1 2, , , (56)

ãäå � �f @ — ñèëà Ëàíæåâàíà, îáû÷íî ìîäåëèðóåìàÿ ãàóññîâñêèì áåëûì øóìîì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîñûëîê óðàâíåíèå äëÿ öåí àêöèé
èëè èõ âîëàòèëüíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, îöåíèâàÿ êîýôôèöèåíòû Êðàìåðñà—Ìîéàëà ñ ïî-
ìîùüþ (54) [Renner, Peinke, et al. (2001a)]; [Áóõáèíäåð è ×èñòèëèí (2005)]; [Cortines, Riera, et al.
(2007)]. Ïðè ýòîì îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ýâîëþöèÿ ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòè íà ðàç-
ëè÷íûõ ãîðèçîíòàõ îò íîðìàëüíîãî äî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ «òÿæåëûìè» õâîñòàìè. Òàê,
â [Renner, Peinke, et al. (2001a)] äëÿ ïðèðàùåíèé îáìåííûõ êóðñîâ óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ
ôîðìà êîýôôèöèåíòîâ:
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D x x

D x x
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(57)

Äëÿ ñòàíäàðòíîé ìóëüòèôðàêòàëüíîé ìîäåëè òóðáóëåíòíîãî êàñêàäà [Castaing, Gagne,
et al. (1990)], îïèñàííîé âûøå, êîýôôèöèåíòû Êðàìåðñà—Ìîéàëà èìåþò âèä:
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��
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(58)

Ñõîäñòâî (57) è (58) ãîâîðèò â ïîëüçó àíàëîãèè ìåæäó òóðáóëåíòíîñòüþ è âîëàòèëüíî-
ñòüþ. Â [Ausloos and Ivanova (2003)] àíàëîãè÷íûé àíàëèç äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé
íà èíäåêñ S P& 500 äàë ñõîäíûå ðåçóëüòàòû äëÿ D2 , îäíàêî D1 îêàçàëñÿ î÷åíü áëèçîê ê íóëþ,
÷òî â òåðìèíàõ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâàíà îçíà÷àåò îòñóòñòâèå âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû (ñèëû
òðåíèÿ â æèäêîñòè). Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò íå ïîäòâåðæäàåòñÿ â [Cortines, Riera, et al. (2007)]
íà äàííûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé áðàçèëüñêîãî ôîíäîâîãî èíäåêñà Ibovespa. Êðî-

� Êîíñóëüòàöèè
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ìå òîãî, àâòîðû îáíàðóæèâàþò çíà÷èìûé ëèíåéíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè äëÿ D2 äëÿ ãîðèçîí-
òîâ, ïðåâûøàþùèõ 1 äåíü. Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâåííîå îòêëîíåíèå îò êëàññè÷åñêîé ìóëü-
òèôðàêòàëüíîé ìîäåëè òóðáóëåíòíîãî êàñêàäà. Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíîå îòêëîíåíèå îáíàðó-
æèâàåòñÿ è íà ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ òóðáóëåíòíîñòè â æèäêîñòÿõ [Renner, Peinke, et al.
(2001b)].

Â [Áóõáèíäåð è ×èñòèëèí (2005)] êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà—Ïëàíêà îöåíèâàþò-
ñÿ äëÿ äàííûõ äíåâíîé ðåàëèçîâàííîé âîëàòèëüíîñòè èíäåêñà Äîó—Äæîíñà, ðàññ÷èòàííîé
ïî 5-ìèíóòíûì äîõîäíîñòÿì. Ïîëó÷åííûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ Êðàìåðñà—Ìîéàëà õîðî-
øî îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà:

� � � �
� � � �

D a a

D b b
1 1 2

2 1
2

2

� @ � �
� @ � �

, ln ,

, exp .

�� �
�

(59)

Ïåðâîå óðàâíåíèå â (59) ó÷èòûâàåò íåëèíåéíîñòü êîýôôèöèåíòà âîññòàíàâëèâàþùåé ñè-
ëû ïðè íèçêèõ óðîâíÿõ âîëàòèëüíîñòè, âòîðîå — îòðàæàåò áî ´ëüøóþ ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ
äèôôóçèîííîãî êîýôôèöèåíòà, ÷åì ïðåäïîëàãàåò êâàäðàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè âûñîêèõ
óðîâíÿõ âîëàòèëüíîñòè. Ïðè ìàëûõ � ïîäñòàíîâêà (59) â (55) äàåò ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè OU. Ýòà ìîäåëü òàêæå çà-
ùèùàåòñÿ â [Masoliver and Perello (2006)], èñõîäÿ èç ñîâåðøåííî èíûõ ñîîáðàæåíèé, îñíî-
âàííûõ íà ñâîéñòâàõ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ è ìîäåëåé, êîòîðûå ïðåäëàãàþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè
âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ, ñâèäåòåëüñòâóåò î áûñòðîì ðàçâèòèè ýòîãî
íàïðàâëåíèÿ â ôèíàíñàõ. Î öåëîñòíîé òåîðèè âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ
ãîâîðèòü ïîêà ðàíî, ïîñêîëüêó ñðåäè êîíêóðèðóþùèõ ïîäõîäîâ åùå íåò ÿâíîãî ëèäåðñòâà.
Êðîìå òîãî, òàêàÿ òåîðèÿ ïîäðàçóìåâàåò ðàçâèòèå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ñâÿçàííûõ
ñ ïðîãíîçèðîâàíèåì, îïòèìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì àêòèâîâ è îöåíêîé ïðîèçâîäíûõ èíñò-
ðóìåíòîâ. Íåêîòîðûé ïðîãðåññ äîñòèãíóò â êàæäîì èç ýòèõ íàïðàâëåíèé. Â [Calvet and Fisher
(2001)]; [Richrads (2004)] ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ôèíàí-
ñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Â íåñêîëüêèõ èññëåäîâàíèÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ îöåíêà îïöèîíîâ
â óñëîâèÿõ âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ìíîãîôàêòîð-
íîé ìîäåëüþ [Fouque, Papanicolau, et al. (2003)]; [Fouque and Han (2004)]. Ìîäåëü óïðàâëåíèÿ
èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì â óñëîâèÿõ, êîãäà öåíà àêöèé çàäàíà ìóëüòèôðàêòàëüíûìè ïðî-
öåññàìè, ïðåäëîæåíà â [Muzy, Sornette, et al. (2001)].

Îñîáî îòìåòèì åùå îäíî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, âîçíèêàþùåå â ñâÿçè ñ ìîäåëÿìè
âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ: ïîñòðîåíèå èíäèêàòîðà âîëàòèëüíîñòè, êîòî-
ðûé îòðàæàë áû òåêóùåå ñîñòîÿíèå ðûíêà ñ ó÷åòîì íå òîëüêî àìïëèòóäû êîëåáàíèé, íî
è èõ ÷àñòîòû. Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ íàìè òåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ðàññìîòðåíèå
âîëàòèëüíîñòè îäíîâðåìåííî íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ãîðèçîíòàõ ïðèâíîñèò äîïîëíè-
òåëüíóþ èíôîðìàöèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçìåðåíèåì ëèøü íà êàêîì-òî îäíîì èç íèõ. Ýòà èí-
ôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé â äèíàìè÷å-
ñêîì óïðàâëåíèè ïîðòôåëåì. Ðàçëè÷íûå øêàëû âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîí-
òàõ, ïðèìåíèìûå äëÿ èçìåðåíèÿ âîëàòèëüíîñòè íåçàâèñèìî îò âèäà êîíêðåòíîé ìîäåëè
äèíàìèêè öåí, ïðåäëîæåíû â [Zumbach, Dacorogna, et al. (2000)]; [Maillet and Michel (2003)];
[Maillet, Michel, et al. (2007)]; [Subbotin (2008)].
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8. Çàêëþ÷åíèå

Ìîäåëèðîâàíèå è èçìåðåíèå èçìåí÷èâîñòè öåí àêöèé è îáìåííûõ êóðñîâ ñîñòàâëÿåò
îäèí èç âàæíåéøèõ ýëåìåíòîâ òåîðèè è ïðàêòèêè óïðàâëåíèÿ èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì,
à òàêæå äðóãèõ ðàçäåëîâ ôèíàíñîâ. Ìû ðàññìîòðåëè ïîíÿòèå âîëàòèëüíîñòè è ïðîàíàëèçè-
ðîâàëè ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê åå ìîäåëèðîâàíèþ â äèñêðåòíîì è íåïðåðûâíîì âðåìåíè
(óñëîâíóþ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü è ñòîõàñòè÷åñêóþ âîëàòèëüíîñòü), ïîêàçàâ ðàçëè÷èÿ è ñâÿ-
çè ìåæäó íèìè. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé ïîñòîÿííî áûëî íàïðàâëåíî íà òî, ÷òîáû áîëåå òî÷íî
âîñïðîèçâåñòè ýìïèðè÷åñêèå ñâîéñòâà âðåìåííûõ ðÿäîâ öåí — òàêèå, êàê äàëüíèå êîððå-
ëÿöèè â àìïëèòóäàõ äîõîäíîñòè, èõ îòñóòñòâèå â ñàìèõ äîõîäíîñòÿõ è «òÿæåëûå» õâîñòû
â âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ äîõîäíîñòåé íà êîðîòêèõ ãîðèçîíòàõ.

Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ìû îñîáî âûäåëèëè ìîäåëèðîâàíèå âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæå-
ñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì. Ýòîò ïîäõîä ïî-
çâîëÿåò ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà äîõîäíîñòåé, ïðîÿâëÿþùèåñÿ ïðè èõ âðåìåííîì àãðåãèðîâàíèè,
íàïðèìåð, ýâîëþöèþ ôîðì âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðè èçìåíåíèè èíòåðâàëîâ âðå-
ìåíè, çà êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ äîõîäíîñòè, è ñâÿçàííûå ñ ýòèì ìóëüòèôðàêòàëüíûå ñâîé-
ñòâà ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ìû ðàññìîòðåëè ðàçëè÷íûå êëàññû ìîäåëåé, ó÷èòûâàþ-
ùèõ ìíîæåñòâåííûå ãîðèçîíòû, — îò íåîäíîðîäíûõ ARCH-ìîäåëåé äî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ
êàñêàäîâ. Îñîáàÿ ðîëü â ïîñòðîåíèè òåîðèè âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ
ïðèíàäëåæèò ìåòîäàì, çàèìñòâîâàííûì èç ãèäðîìåõàíèêè è äðóãèõ ðàçäåëîâ ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ôèçèêè. Òàêîå çàèìñòâîâàíèå ñòàëî âîçìîæíî âñëåäñòâèå îáíàðóæåííîé àíàëîãèè ìå-
æäó âîëàòèëüíîñòüþ è òóðáóëåíòíîñòüþ â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ.

Êîíöåïöèÿ âîëàòèëüíîñòè íà ìíîæåñòâåííûõ ãîðèçîíòàõ ïðåäïîëàãàåò íåîáõîäèìîñòü
ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ åå èçìåðåíèÿ, ó÷èòûâàþùèõ íå òîëüêî àìïëèòóäó, íî è ÷àñòîòíóþ ñî-
ñòàâëÿþùóþ êîëåáàíèé äîõîäíîñòåé. Èíôîðìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ âðåìåí-
íîãî àãðåãèðîâàíèÿ (ò. å. íà ðàçíûõ ãîðèçîíòàõ), ìîæåò áûòü ïîëåçíîé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ïðàêòèêè óïðàâëåíèÿ àêòèâàìè11.
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