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Исследование влияния  
некоторых параметров модели ARFIMA 

на точность прогноза  
финансовых временных рядов

В работе проводится анализ влияния параметров модели ARFIMA на точность про‑
гнозирования финансовых временных рядов на примере искусственно сгенерированных 
рядов с длинной памятью и дневных лог‑доходностей индекса РТС. Исследуемые пара‑
метры модели: отклонение величины порядка интегрированности от ее «истинного» 
значения, а также «длина» памяти, учитываемая моделью. По результатам иссле‑
дования сформулированы некоторые практические рекомендации по моделированию 
с применением ARFIMA.
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метод детрендированного флуктуационного анализа.
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1. Введение

С  середины XX века и до сих пор при объяснении поведения финансовых рынков 
в основном используется гипотеза эффективного рынка (Efficient Markets Hypothesis, 
EMH), выдвинутая E. F. Fama — нобелевским лауреатом 2013 г. Согласно ей, рынки 

стохастичны, и ценообразование на них подчиняется вероятностным законам. Хотя EMH 
входит в противоречие с практикой (которая, как гласит философия науки, является крите‑
рием истины), что неоднократно демонстрировалось в исследованиях (Ватрушкин, 2018; 
Lamouchi, 2020), ее главенство в академической среде сохраняется. В то же время суще‑
ствует альтернативная EMH гипотеза фрактального рынка (Fractal Markets Hypothesis, FMH), 
предложенная Mandelbrot (1983), Peters (1994). Впрочем, по мнению некоторых исследова‑
телей (Song, Liu, 2012), FMH не противоречит и не конкурирует, а дополняет EMH. В со‑
ответствии с FMH финансовые рынки представляют собой сложные системы с хаотиче‑
ской динамикой развития. Хаотический характер системы означает, что она, хотя является 
детерминированной (следовательно, предсказуемой), кажется наблюдателю стохастиче‑
ской (случайной). Характеристики финансовых активов обладают распределениями, от‑
личными от нормального, имеющими «толстые хвосты», а ценовые ряды характеризуются 
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свойством персистентности — долговременной корреляционной зависимости («длинной 
памятью», long memory). Неудивительно, что в последние десятилетия на фоне повсемест‑
ного развития финансовых рынков, а также экспоненциального роста производительности 
вычислительной техники, позволяющей использовать на практике все более сложный ма‑
тематический аппарат, гипотеза фрактального рынка и применение фрактального анализа 
к объяснению поведения экономических систем вызывает большой интерес исследовате‑
лей. Предсказание динамики финансовых показателей с высокой точностью позволило бы 
повысить доходность и снизить риски от операций на рынках.

Одним из методов моделирования и прогнозирования финансовых рядов, учитывающих 
их фрактальные свойства, является статистическая модель с длинной памятью ARFIMA — 
расширение широко применяющейся модели ARIMA, допускающее дробное значение по‑
рядка интегрированности ряда. Существуют исследования, в том числе упомянутые далее 
в тексте, подтверждающие более высокую точность прогнозов модели с длинной памятью 
в сравнении с ARIMA. В то же время корректная оценка параметров ARFIMA является бо‑
лее сложной, чем для ARIMA, задачей с не всегда очевидным решением. К параметрам мо‑
дели, вызывающим трудности оценивания, можно отнести величину дробного порядка ин‑
тегрированности и «длину» памяти. На оценке этих параметров зачастую не фокусируется 
внимание исследователей, а используются значения, предлагаемые по умолчанию приклад‑
ными пакетами статистического анализа, или вовсе заданные произвольно. В этой связи ак‑
туальной является задача изучения влияния колебаний указанных параметров на точность 
прогноза модели. Исследование этой задачи и является целью настоящей работы.

2. Обзор литературы

Изучение динамики и прогнозирование экономических показателей с использованием ин‑
струментария фрактального анализа, в частности, модели с длинной памятью ARFIMA, осу‑
ществлялось разными отечественными и зарубежными авторами. Как отмечено в (Симонов, 
Гарафутдинов, 2019, с. 273), «в основном фрактальный подход используется авторами для 
подтверждения гипотезы о … персистентности финансовых временных рядов». Существует 
не так много работ, посвященных точечному прогнозированию значений финансовых вре‑
менных рядов с применением модели ARFIMA. В то же время во всех рассмотренных авто‑
рами работах были получены результаты, свидетельствующие об эффективности использо‑
вания таких моделей. Отметим несколько новейших исследований в данной области.

Балагулой (2020) проведено эконометрическое моделирование временных рядов опто‑
вых цен на электроэнергию по данным торгов на оптовом рынке электроэнергии и мощно‑
сти Российской Федерации (ОРЭМ РФ) для объединенных энергосистем с применением мо‑
делей классов ARFIMA и ARIMA. Показано, что учет длинной памяти в рамках ARFIMA‑
моделирования улучшает точность прогноза по метрике MAPE на 0.001–0.143 п.п. при 
выборе наилучших моделей из каждого семейства. Для идентификации параметров моде‑
лей автор использовал готовые функции библиотеки arfima языка программирования R.

В статье (Симонов, Гарафутдинов, 2019) проведено сравнение моделей четырех классов 
(ARIMA, GARCH и их модификаций с длинной памятью: ARFIMA, ARFIMA‑GARCH) при 
изучении динамики нескольких торгуемых на ММВБ финансовых инструментов, включая 
обменные курсы евро и доллара США к рублю. Результаты исследования не противоречат 
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гипотезе о лучшей прогностической способности моделей с длинной памятью: соответ‑
ствующие модификации моделей оказались точнее базовых вариантов. Для идентифика‑
ции параметров модели ARFIMA была использована пользовательская функция на языке 
R, «длина» памяти не ограничивалась, порядок интегрированности d оценивался через по‑
казатель Херста методами минимального покрытия (на локальном участке моделирования) 
и R/S‑анализа (на всей длине ряда). Выбор техники оценки d почти не оказал влияния на 
величину ошибки прогноза.

В работе (Safitri et al., 2019) показано, что цены на рынке золота Индонезии обладают 
длинной памятью (получено значение коэффициента Херста 0 77922H = ). Рассмотрено не‑
сколько ARFIMA‑моделей различных порядков, установлено, что динамика исследуемого 
показателя наиболее точно описывается моделью ARFIMA (1, 1.05716, 3). Для оценки d ис‑
пользован метод GPH, реализованный на языке R (по‑видимому, с помощью имеющейся 
в библиотеке функции).

Lamouchi (2020) исследовал ряды доходности и волатильности фондового рынка Саудов‑
ской Аравии (на примере индекса TASI) с применением ARFIMA. Полученные им резуль‑
таты не согласуются с EMH и свидетельствуют о наличии длинной памяти в исследуемых 
рядах (полученные оценки параметра d модели входят в интервал [0; 0.5]). С точки зрения 
автора, наличие длинной памяти в рядах доходности и волатильности финансовых активов 
свидетельствует о достаточно слабом развитии национального фондового рынка, его ограни‑
ченной интеграции в международные рынки капитала. Для оценки d использовались методы 
работ (Geweke, Porter‑Hudak, 1983; Robinson, 1995; Sowell, 1992; Andrews, Guggenberger, 
2003), результаты которых при анализе рядов доходности и волатильности индекса оказа‑
лись весьма близкими (программный инструментарий не был указан).

Отметим, что в перечисленных работах не исследовалось влияние точности оценки d 
 модели ARFIMA и «длины» памяти на качество построенных моделей.

3. Методы и данные

3.1. Использованные методы

Интегрированная модель авторегрессии – скользящего среднего ARIMA(p, d, q) имеет 
следующий вид (Балагула, 2020):

 ( )(1 ) ( )d
t tL L Y L  = m+Q e , (1)

где Yt — исследуемый временной ряд; L — оператор сдвига; (L) — полином степени p 
от L, задающий функцию авторегрессии; Q(L) — полином степени q от L, задающий функ‑
цию скользящего среднего; d — целочисленный порядок интегрированности ряда Yt; et — 
ошибки модели, соответствующие процессу белого шума; m — константа. Дробно‑инте‑
грированная модель авторегрессии — скользящего среднего ARFIMA(p, d, q) расширяет 
описанную модель на случай нецелых величин параметра d. В случае (0; 0.5)d   процесс 
обладает длинной памятью (персистентен), т. е. его автокорреляционная функция убывает 
гиперболически медленно. Оператор взятия дробных разностей описывается следующей 
формулой (Балагула, 2020):
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где G — гамма‑функция, k — лаг. Хотя, согласно формуле (2), каждая разность ряда рассчи‑
тывается через бесконечную последовательность лагов, на практике временные ряды име‑
ют ограниченную длину. Заметим, что использование всей предыстории ряда для вычисле‑
ния каждой разности является трудоемкой задачей в разрезе использования вычислитель‑
ных мощностей и может существенно увеличивать затраты времени на расчеты. Например, 
Прудским (2012) число лагов для вычисления каждого элемента ряда разностей дневных 
лог‑доходностей курса доллара США к рублю было ограничено величиной 30, поскольку, 
как объяснял автор, «было бы неправильно оценивать завтрашний курс с учетом курса деся‑
тилетней давности». Данное исследование — редкий пример случая, когда параметр «дли‑
ны» памяти учитывался при моделировании ARFIMA.

Для оценки порядка дробной интегрированности d модели ARFIMA часто применяются 
алгоритмы, реализованные в прикладных статистических пакетах или библиотеках языков 
программирования. Например, функция arfima::arfima() языка R использует точный метод 
максимального правдоподобия (exact MLE) для одновременного оценивания параметров 
модели p, q, d, m (Veenstra, 2013). Также известно (Симонов, Гарафутдинов, 2019), что ве‑
личина d связана с показателем Херста H соотношением:

 0 5d H=  . (3)

В настоящей работе решено применить именно этот подход к определению d. В качестве 
способа оценки H выбран метод детрендированного флуктуационного анализа (ДФА) как 
одна из наиболее точных схем оценки монофрактальных характеристик временного ряда 
(Peng et al., 1994; Кириченко, Чалая, 2014; Гарафутдинов, Куваев, 2021). Приведем краткое 
описание метода.

Пусть { }tY y=  — исследуемый временной ряд, а { }cum cum
tY y=  — кумулятивный (нака‑

пливаемый) ряд, каждый член которого вычисляется по формуле

 
1

( )
t
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t i t

i

y y y
=

=  , (4)

где ty  — среднее значение ряда Y. Кумулятивный ряд разбивается на N сегментов длины d, 
и для каждого сегмента вычисляется флуктуационная функция

  
( 1)

2

1

1
( )

i
cum trend

i t t
t i

F y Y
+ d

= d+

d = 
d

 , 0, , 1i N=  , (5)

где trend
tY  — значение в точке t функции локального линейного тренда, аппроксимирующе‑

го динамику данного сегмента ряда. Значение флуктуационной функции, полученное для 
каждого сегмента, усредняется:
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после чего вычисления повторяются для нескольких значений d. Степенная зависимость 
( )F d  от d аппроксимируется линейной регрессией в логарифмических координатах:

 ln ( ) lnF bd = a d+ , (7)

где b — свободный член. Показатель Херста определяется по a следующим образом 
(Hardstone et al., 2012):
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3.2. Методика исследования и данные

Перейдем к методике исследования. Проверялось влияние на точность прогноза модели 
двух ее параметров: порядка дробного интегрирования d и «длины» памяти lm 

Сначала эксперимент проводился на модельных данных. Для генерации искусственных 
рядов использовалась компьютерная реализация процесса фрактального броуновского дви‑
жения (ФБД) fbm fbm() на языке Python. Модель ФБД была выбрана, поскольку она доста‑
точно хорошо описывает динамику фондовых рынков (Чичаев, Попов, 2013). Было сгенери‑
ровано по 1000 рядов с длинной памятью Zi длиной 300 с двумя различными показателями 
Херста: H = 0 7 и H = 0 9. На рисунке 1 представлены примеры таких рядов.
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Рис. 1. Примеры искусственно сгенерированных рядов Zi, порожденных процессом ФБД

Каждый из сгенерированных рядов был разделен на обучающую train
iZ  и тестовую test

iZ  
выборки в соотношении 299:1. После этого запускался цикл, перебирающий значения 
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параметра d в диапазоне [ 0.5; 0.5]true trued d +  с шагом 0.05, где dtrue — истинное значе‑
ние d ряда (для процессов с H = 0 7 и H = 0 9 оно составляет 0.2 и 0.4 соответственно). 
Для каждого d по ряду train

iZ  была обучена модель ARFIMA. Использовалась собствен‑
ная программная реализация ARFIMA на языке Python, основанная на функции pmdarima 
auto_arima() с имплементацией алгоритмов получения дробных разностей и восстановле‑
ния исходного ряда по сгенерированным разностям. Использование собственной функции 
позволило управлять «длиной» памяти lm. При оценке влияния d на точность прогнозиро‑
вания величина lm во всех случаях была принята равной 100. Обучение модели произво‑
дилось следующим образом. Порядки p, q перебирались из диапазона [0; 2] (более высо‑
кие порядки не рассматривалась, поскольку, во‑первых, это сильно увеличивает вычисли‑
тельную трудоемкость алгоритма, а во‑вторых, «пробные вычисления показали, что такие 
модели имеют склонность к переобучению» (Балагула, 2020, с. 94)). Для каждой комби‑
нации строилась модель, из всех моделей отбирались прошедшие проверку на адекват‑
ность, а из полученных адекватных моделей выбиралась модель с наименьшей величиной 
информацион ного критерия BIC. Проверки модели на адекватность состояли в следую‑
щем: 1) доля значимых (на уровне 0.05) коэффициентов p, q модели должна быть более 0.5 
(критерий значимых коэффициентов применялся в работе (Симонов, Ахуньянова, 2019) 
при построении  AR‑GARCH‑моделей; использование критерия доли значимых коэффици‑
ентов обусловлено тем, что далеко не на любых данных удается получить модель со всеми 
значимыми коэффициентами, проходящую и остальные проверки, данный критерий также 
применялся в (Симонов, Гарафутдинов, 2019)); 2) отсутствует автокорреляция в остатках (на 
уровне значимости 0.05) согласно Q‑тесту Льюнга–Бокса; 3) остатки нормально распреде‑
лены (на уровне значимости 0.05) согласно W‑тесту Шапиро–Уилка. Выбранная модель ис‑
пользовалась для прогнозирования на 1 шаг вперед, что обусловлено соображениями о боль‑
шей достоверности столь краткосрочного прогноза относительно более длинных. Глубина 
прогноза в 1 шаг при исследовании предсказательной способности ARFIMA‑модели при‑
менялась, например, в работах (Симонов, Гара фут динов, 2019; Балагула, 2020). Для оценки 
точности прогноза использовалась абсолютная ошибка (AE):

 *| |test
t tAE z z=  , (9)

где *
tz  — прогнозное значение ряда, test

tz  — истинное значение ряда. В результате всех опи‑
санных манипуляций для каждого из процессов (с разным H ) был получен 21 ряд длиной 
1000, состоящий из ошибок AE, каждый из которых соответствует той или иной величине d  
Значения абсолютных ошибок по каждому ряду были усреднены, что позволило рассмо‑
треть зависимость средней величины ошибки AE от Dd — отклонения величины d от сво‑
его истинного значения.

Следующим этапом в исследовании закономерностей на модельных данных стало изуче‑
ние зависимости ошибки прогноза от «длины» памяти ARFIMA‑модели. Для решения этой 
задачи применялся описанный выше алгоритм с тем изменением, что переменным факто‑
ром выступила не величина d, а lm, принимающая значения 20, 40, 60, 80, 100. Для оценки d 
была использована собственная реализация на Python метода ДФА с устранением линейных 
трендов (детрендированием). Поскольку реализация ФБД является нестационарным рядом, 
параметр d модели оценивался по формуле –1.5d = a , где a — скейлинговый коэффици‑
ент, оцениваемый методом ДФА (см. формулы (3), (8)).
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Для проверки эмпирических закономерностей, выявленных на модельных данных, те же 
действия проделывались и на реальных данных, сгенерированных российским финансо‑
вым рынком, а именно, был использован ряд дневных цен закрытия индекса РТС за период 
с 01.09.1995 по 31.12.2009 (3580 наблюдений), преобразованный к лог‑доходностям по формуле

  1lnt t ty p p = , (10)

где tp , 1tp   — цены закрытия индекса текущего и предыдущего дня соответственно. На ри‑
сунке 2 приведены графики исходного и логарифмированного рядов.
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Рис. 2. Показатели индекса РТС

Индекс РТС — ценовой, взвешенный по рыночной капитализации композитный индекс 
российского фондового рынка, включающий наиболее ликвидные акции крупнейших рос‑
сийских эмитентов, функционирующих в основных секторах экономики РФ. Поведение 
индекса позволяет судить о состоянии и развитии российского фондового рынка в целом. 
Динамика этого финансового показателя, а также горизонт ее рассмотрения взяты из работы 
(Гисин, Марков, 2011), в которой проводилось исследование на персистентность ряда оте‑
чественных и зарубежных фондовых индексов. В частности, для лог‑доходностей индекса 
РТС авторами было получено значение показателя Херста 0 617H = , что соответствует на‑
личию у процесса длинной памяти.

Чтобы повторить массовость эксперимента с модельными данными, генерирование 
ряда лог‑доходностей индекса осуществлялось методом «скользящего окна» шириной 300  
с шагом 10. Таким способом было получено 328 выборок. Для оценки «условно‑истинного» 
значения d был использован метод ДФА (слово «условно» используется, потому что полу‑
ченное значение показателя — это всего лишь оценка), а параметр дробной интегрированно‑
сти ARFIMA определялся по формуле 0 5d = a , т. к. ряды лог‑доходностей стационарны.

В случае с оценкой влияния «длины» памяти алгоритм остался аналогичным, за исклю‑
чением изменения величины lm в диапазоне [20; 100] с шагом 20 при d = const 



92 Фондовые рынки Stock markets

ПРИКЛАДНАЯ ЭКОНОМЕТРИКА / APPLIED ECONOMETRICS2021, 62

4. Результаты

Обратимся к полученным результатам. На рисунке 3 приведены графики зависимости 
средней величины ошибки AE от Dd — отклонения величины d от истинного значения (мо‑
дельные данные).
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Рис. 3. Зависимость средней абсолютной ошибки прогноза ARFIMA‑модели от Dd,
полученная на модельных данных с 100ml =  и разными H

Для того чтобы убедиться в статистически значимых различиях между средними значе‑
ниями разных выборок, существуют параметрические критерии, в частности, t‑критерий 
Стьюдента и ANOVA‑тест. Поскольку ошибка прогноза вычислялась по абсолютной вели‑
чине, распределение ошибок не является нормальным, что показали результаты W‑теста 
Шапиро–Уилка, а также хорошо видно на графике эмпирической плотности вероятности 
ошибки (рис. 4).

Для сравнения рядов ошибок между собой использовался непараметрический U‑критерий 
Манна–Уитни. Применение данного теста на каждой из парных комбинаций выборок, полу‑
ченных при различных значениях величины Dd, дало следующие результаты. Для процесса 
с H = 0 7 в 142 случаях из 210 различия рядов статистически значимы на уровне 0.01, для 
процесса с H = 0 9 различия рядов статистически значимы на уровне 0.01 в 182 случаях 
из 210, что позволяет сделать вывод о влиянии Dd на точность прогноза.

Как можно заметить, при H = 0 7 (рис. 3а) разница в значении абсолютной ошибки на 
рассматриваемом диапазоне отклонений Dd достигает троекратной величины (относительно 
ошибки при истинном значении d). Интересно, что минимальное значение ошибки (0.0145) 
получено не при эталонном d (ошибка составила 0.0153), а при его отклонении на 0.2 в мень‑
шую сторону, что соответствует прогнозированию с помощью модели ARMA (p,q), т. е. без 
учета длинной памяти. На графике хорошо заметно, что в случае эталонного ФБД‑процесса 
занижение d на величину вплоть до –0.5 почти не влияет на точность прогноза, в то время 
как изменение d в противоположную сторону приводит к экспоненциальному росту абсо‑
лютной ошибки. В случае процесса с H = 0 9, обладающего более выраженным свойством 
длинной памяти, т. е. более трендового (рис. 3б), проявляются похожие закономерности. 
А именно, занижение d слабо влияет на величину ошибки, а завышение приводит к ее ро‑
сту, но не экспоненциальному, а линейному. Минимальное значение ошибки (0.0035) также 
получено не при эталонном d, а при ( 0.4; 0.35)dD    , что соответствует модели ARMA. 
Это может сигнализировать о том, что модель ARFIMA описывает сгенерированные в дан‑
ном исследовании ряды, порожденные процессом ФБД, хуже, чем модель ARMA, но этот 
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момент требует дополнительных исследований. Показательным является тот факт, что при 
увеличении H на 0.2 точность прогноза ARFIMA выросла на порядок: при H = 0 7 величина 
AE равна сотым долям единицы, а при H = 0 9 — тысячным долям. Это свидетельствует 
о том, что при усилении свойства длинной памяти динамика процесса становится более 
предсказуемой, он лучше моделируется и прогнозируется моделью ARFIMA.

Проанализируем зависимость величины ошибки прогноза от «длины» памяти модели. 
Формулу оператора взятия дробных разностей (2) можно представить следующим образом: 
каждый член ряда разностей { }d

ty  вычисляется как

 
1

( )
ml

d d
t k t k

k

y c y 
=

=  , (11)

где k — лаг, ck — коэффициент при лаге. В силу формулы (2) веса лагов являются экспонен‑
циально убывающими, что должно свидетельствовать об отсутствии практического смысла 
в использовании лагов высокого порядка. На рисунке 5 представлены графики динамики 
коэффициентов при лагах, соответствующие различным значениям порядка дробной инте‑
грированности d модели ARFIMA.

Заметно, что для персистентных процессов c (0; 0.5)d   примерно после 20‑го лага ве‑
личина коэффициента начинает стремиться к нулю и, следовательно, все последующие лаги 
перестают вносить значимый вклад в вычисляемое значение разности d

ty . Для антиперси‑
стентных процессов при росте | |d  увеличивается значение предела лагового коэффициента 
lim kk

c


, достигая значимо отличной от нуля величины. Исходя из этих данных, можно пред‑
положить, что для персистентных и антиперсистентных процессов используемый при мо‑
делировании разумный минимум «длины» памяти различен.

На рисунке 6 приведены графики зависимости средней величины ошибки AE от вели‑
чины lm (модельные данные).

Согласно U‑тесту Манна–Уитни, в случае рядов с H = 0 7 даже на уровне значимости 
0.1 все выборки AE, полученные при разных значениях ml , не различаются между собой. 
При H = 0 9 статистически значимые (на уровне 0.1) различия между рядами есть только 
в 3 случаях из 10. На рисунке 6 также видно, что величина AE от «длины» памяти зависит 
незначительно при обоих значениях H (диапазон изменений составляет десятитысячные 
доли), в то же время наименьшая величина ошибки получена при 20 лагах.
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Рис. 4. Распределение абсолютной ошибки прогноза ARFIMA‑модели, 
полученное на модельных данных, Dd = 0 (на примере процесса с H = 0.7)
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На рисунке 7 приведен график зависимости времени выполнения алгоритма дробного 
дифференцирования от величины lm. Алгоритм был реализован на языке Python, скрипт за‑
пускался в среде PyCharm на платформе Windows, аппаратная конфигурация ПК: CPU Intel 
Core i5‑8400, 64 GB RAM. Входным рядом для алгоритма была реализация ФБД длиной 300 
с H = 0 7, d = 0 2, всего производилась генерация 5000 рядов для каждого значения ml , за‑
тем полученные значения времени выполнения функции усреднялись.
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Рис. 7. Время выполнения алгоритма дробного дифференцирования модельного ряда
при различных значениях lm (на примере процесса с H = 0.7)

По графику, являющемуся практически линейным, видно, что при пятикратном увели‑
чении «длины» памяти время вычислений возрастает на порядок. Это может быть важ‑
ным фактором выбора параметра lm при множественном обучении моделей с длинной 

Рис. 5. Динамика коэффициентов при лагах при вычислении дробной разности
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Рис. 6. Зависимость средней абсолютной ошибки прогноза ARFIMA‑модели
от «длины» памяти, полученная на модельных данных
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памятью на большом массиве данных (например, при использовании техники «сколь‑
зящего окна»).

В результате экспериментов с применением компьютерной симуляции рядов с длин‑
ной памятью было установлено, что наименьшая величина ошибки прогноза получена при 
«длине» памяти ряда 20 (наименьшем из проверяемых значений). При увеличении «длины» 
вычислительная трудоемкость алгоритма оценивания модели резко возрастает, при этом 
практических преимуществ от данного действия выявлено не было.

Далее проверим обнаруженные закономерности на реальных данных. На рисунке 8 при‑
веден график функции H(t), где H — оценка показателя Херста на временном интервале 
[ ; 298]t t +  (в качестве нее использована оценка показателя a, полученная методом ДФА), 
t — левая граница интервала длиной 299 дней.
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Рис. 8. Зависимость показателя Херста от точки отсчета 299‑дневного интервала,
на котором он оценивался

По графику H лог‑доходностей индекса РТС видно, что ряд обладает свойством перси‑
стентности, показатель Херста принимает значения из диапазона (0.4; 0.8), в основном они 
выше 0.5. Такой достаточно широкий разброс свидетельствует о переменной фрактальной 
структуре ряда (попытки анализа рядов с учетом этой особенности проводились, напри‑
мер, в (Загайнов, 2017)). На рисунке 9 представлен график зависимости средней величины 
ошибки AE от Dd — отклонения величины d от своего «условно‑истинного» значения (для 
ряда дневных лог‑доходностей индекса РТС).
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Рис. 9. Зависимость средней абсолютной ошибки прогноза ARFIMA‑модели от Dd,
полученная при использовании метода «скользящего окна», lm = 100

Согласно U‑тесту Манна–Уитни, на уровне 0.01 различия рядов статистически значимы 
лишь в 53 случаях из 210; на уровне 0.1 число значимо различных пар выборок возрастает 
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до 90, что составляет меньше половины всех комбинаций. Тем не менее, влияние Dd на ве‑
личину ошибки прогноза все еще прослеживается. График на рис. 9 подтверждает меньшее 
влияние отклонения параметра d от условного «эталона» на величину ошибки в случае ре‑
альных данных в сравнении с модельными, что выражается в меньшей разнице значений 
AE на рассматриваемом диапазоне Dd (размах вариации составляет примерно 70% от ниж‑
ней границы ошибки в отличие от 300% и выше для сгенерированных рядов). Минимум 
AE, равный 0.02, получен при Dd = 0, этот факт свидетельствует о высокой точности ме‑
тода ДФА как способа оценки параметра длинной памяти ARFIMA‑модели. Изменение Dd 
в диапазоне (–0.5; 0.2) очень слабо влияет на точность прогноза, колебания не превышают 
величины 0.002, при дальнейшем увеличении отклонения ошибка возрастает экспоненци‑
ально, как и в случае модельных данных с H = 0 7 

Полученные результаты в целом согласуются с результатами исследования на искус‑
ственных рядах. Обнаруженные отличия связаны со следующими факторами (помимо оче‑
видных различий в самой природе исследуемых данных).

1. Вынужденное использование различных методик: если модельные ряды однородны, 
в некотором смысле стационарны, то фрагменты ряда дневных лог‑доходностей индекса 
РТС, хоть и порождены одним и тем же процессом ценообразования на финансовом рынке, 
но для широких временных рамок обладают переменной структурой, что заметно по гра‑
фику на рис. 8. Найти же ведущие себя почти таким же образом реальные финансовые ряды, 
да еще в большом количестве, невозможно.

2. Число тестовых прогнозов для каждой величины Dd составило не 1000, как в случае 
ФБД, а только 328, что неизбежно ведет к меньшей статистической надежности получен‑
ных результатов.

Далее изучим влияние длины памяти на точность прогноза дневных лог‑доходностей ин‑
декса РТС. На рисунке 10 представлен график зависимости средней ошибки AE от величины ml  

0.0199
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0.01994
0.01996
0.01998

0.02
0.02002
0.02004
0.02006
0.02008
0.0201

20 40 60 80 100

A
E

«Длина» памяти

Рис. 10. Зависимость средней абсолютной ошибки прогноза ARFIMA‑модели от «длины» 
памяти, полученная при использовании метода «скользящего окна», 

значение d оценено методом ДФА

Как и в случае модельных данных c H = 0.7, согласно U‑тесту Манна–Уитни, на уровне 
значимости 0.1 все выборки AE, полученные при разных значениях ml , не имеют статисти‑
чески значимых различий. По графику на рис. 10 заметно, что AE const=  при любом зна‑
чении «длины» памяти (размах пренебрежимо мал и составляет стотысячные доли).

Также следует отметить, что величина усредненной ошибки прогноза модели ARFIMA 
на 1 шаг вперед при близких к истинному значениях параметра d в случае модельных данных 
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составила в среднем 0.015 для процесса с H = 0.7 и 0.004 для процесса с H = 0.9, а в слу‑
чае реальных данных — 0.02. В рамках метода Монте‑Карло моделировались нестацио‑
нарные ряды, а при исследовании реальных рыночных данных — стационарный ряд лог‑
доходностей индекса, однако, что заметно по рис. 1 и 2б, диапазон моделируемого показа‑
теля в обоих случаях оказался сопоставим и составил плюс‑минус десятые доли единицы. 
Это позволяет утверждать, что модель ARFIMA способна достаточно хорошо описывать 
и предсказывать как однородные модельные ряды (на примере ФБД), так и реальные фи‑
нансовые ряды (на примере лог‑доходностей фондового индекса РТС).

5. Заключение

Проведено исследование влияния на точность прогнозирования финансовых временных 
рядов следующих параметров модели ARFIMA: порядка интегрированности d (точнее, его 
отклонения от истинного значения) и «длины» памяти lm (числа лагов, используемых при 
вычислении дробных разностей). Данными для исследования послужили искусственно сге‑
нерированные ряды — реализации процесса фрактального броуновского движения с длин‑
ной памятью (проанализированы ряды с показателями Херста H = 0.7 и H = 0.9) и реаль‑
ные данные с фондового рынка — дневные лог‑доходности индекса РТС, в ряде которых 
также было выявлено наличие длинной памяти (бо́льшая часть значений показателя Херста 
сосредоточена в диапазоне [0.5; 0.8]). Получены следующие основные результаты.

1. Отклонение величины параметра d модели ARFIMA в диапазоне от 0 до –0.5 почти не 
влияет на величину абсолютной ошибки прогноза (изменение составляет тысячные доли еди‑
ницы). Изменение d от 0 в сторону увеличения приводит к быстрому росту ошибки (в случае 
модельных данных с H = 0.7 и реальных данных с [0.5; 0.8]H   рост — экспоненциальный, 
а в случае модельных данных с H = 0.9 — линейный). Визуальный анализ графиков позво‑
ляет выдвинуть гипотезу о том, что по мере увеличения H (усиления свойства длинной па‑
мяти процесса) отрицательное влияние завышения параметра d модели ARFIMA на точность 
прогноза снижается, однако этот момент требует дополнительных исследований.

2. «Длина» памяти, учитываемая моделью ARFIMA, практически не влияет на точность 
прогноза. При увеличении этого параметра вычислительная трудоемкость алгоритма оце‑
нивания модели резко возрастает.

3. Наименьшая ошибка модели в случае реальных данных получается при величине d, 
соответствующей «условно‑истинному» значению, в качестве которого была взята оценка 
этого параметра методом ДФА. Это позволяет сделать вывод о высокой эффективности дан‑
ного метода фрактального анализа временных рядов как одного из способов оценки пара‑
метра дробной интегрированности моделируемого ряда.

По результатам проведенного исследования можно с осторожностью сформулировать 
следующие рекомендации по применению ARFIMA‑модели для моделирования и прогно‑
зирования финансовых временных рядов:

1) для оценки параметра d следует использовать метод, не склонный завышать его значение, 
метод ДФА может явиться хорошей альтернативой другим широко распространенным методам;

2) при дробном дифференцировании исходного ряда при вычислении каждой разности 
не обязательно использовать всю доступную предысторию значений показателя, а можно 
ограничиться 20 последними лагами.
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