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Измерение точности ранжировок предприятий 
по эффективности 

в модели стохастической границы

Предлагается способ оценивания согласованности истинных показателей неэффек‑
тивности экономических субъектов в базовой модели стохастической границы и их 
JLMS-оценок. Для полунормального распределения неэффективности выводится при‑
ближенная формула асимптотического коэффициента согласованности Харрелла c 
погрешностью порядка 0.01. Исследование на сгенерированных данных показало, что 
коэффициент Харрелла на конечных выборках меньше своего асимптотического зна‑
чения, так что полученная приближенная формула может служить оценкой сверху 
для ранжирующей способности модели.
Ключевые слова: стохастическая граница; ранжирование; техническая эффективность.

JEL classification: C2.

1. Введение

М ножество моделей экономического поведения строится на представлении о субъ‑
екте, который принимает решения, исходя из задачи оптимизации целевого крите‑
рия, будь то потребитель, максимизирующий полезность, или фирма, максимизи‑

рующая прибыль. При этом оптимальное решение связано с эффективным распределением 
и использованием ресурсов, доступных субъекту. В действительности, поставленные в схо‑
жие условия субъекты принимают разные решения — ​например, фирмы при одинаковых 
затратах факторов производства дают разный выпуск — ​что может быть объяснено неэф‑
фективностью решений, либо различиями (возможно, ненаблюдаемыми) в условиях функ‑
ционирования субъектов.

Оценивание эффективности использования ресурсов часто проводится с применением 
анализа данных, в настоящее время широко популярен анализ оболочки данных (Data 
Envelopment Analysis, DEA) и анализ стохастической границы (Stochastic Frontier Analysis, 
SFA). Оценки эффективности представляют интерес и для академической сферы, и для ре‑
гулирующих органов. Об академическом интересе свидетельствует престижность и высо‑
кие наукометрические показатели специализированного журнала «Journal of Productivity 
Analysis», а использование методов анализа данных регулирующими органами разных стран 
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рассмотрено, например, в работах (Schweinsberg et al., 2011; Australian Competition and 
Consumer Commission, 2012). В качестве субъектов принятия решения могут выступать 
отдельные предприятия (Ипатова, 2015; Щетинин, Назруллаева, 2012), банки (Головань, 
2006; Головань и др., 2008; Kumbhakar, Peresetsky, 2013) и целые регионы (Макаров и др., 
2014; Айвазян и др., 2014a). Есть исследования, где в качестве субъектов фигурируют учеб‑
ные заведения (Aleskerov et al., 2017; Kirjavainen, 2007). Примерами курьезных приложе‑
ний могут послужить анализ эффективности деятельности научного коллектива (Айвазян, 
Афанасьев, 2015) и моделирование времени человеческой жизни на основе стохастической 
границы (Chandra et al., 2013). Исключительно для удобства изложения в настоящей статье 
слово «предприятие» используется как синоним выражения «субъект принятия решения», 
хотя результаты исследования применимы также к регионам или отраслям.

Настоящая статья посвящена изучению точности оценок модели стохастической гра‑
ницы с точки зрения способности модели отделять относительно эффективные субъекты 
от относительно неэффективных, иначе говоря, ранжировать субъекты по эффективности. 
Существенный вклад в изучение точности оценок неэффективности внесли W. Horrace и его 
соавторы. В статье (Horrace, Schmidt, 1996) выведен доверительный интервал для показа‑
теля неэффективности отдельного субъекта, а в (Horrace et al., 2015) изучено распределе‑
ние ранга субъекта при ранжировке по эффективности. В настоящей статье рассматрива‑
ется точность, с которой модели стохастической границы позволяют составлять рейтинг 
предприятий по неэффективности, измеренный с помощью коэффициента согласованно‑
сти Харрелла между истинными значениями показателя неэффективности и их оценками.

2. Обзор литературы

Модель стохастической границы была предложена в работе (Aigner et al., 1977) как ре‑
зультат развития эконометрического анализа производственной эффективности, начатого 
в статье (Farrell, 1957) и продолженного в (Aigner, Chu, 1968; Afriat, 1972; Richmond, 1974; 
Schmidt, 1976; Aigner et al., 1976). Ранние работы рассматривали модели следующего вида:

( , )i i iy f x= b e ,

где yi — ​выпуск предприятия i (как правило, в логарифмическом виде), xi — ​вектор затрат 
факторов производства, ( , )if x b  — ​производственная функция, b — ​вектор параметров про‑
изводственной функции, подлежащих оцениванию, ei — ​случайная ошибка, отклонение вы‑
пуска от границы производственных возможностей. В первоначальной статье (Farrell, 1957) 
рассматривался непараметрический метод, не требовавший спецификации производствен‑
ной функции, но уже в приложении к этой статье был представлен параметрический под‑
ход, предложенный Winsten (1957), и эту заметку можно рассматривать как начало серии 
работ, приведших к появлению модели стохастической границы.

Главная идея статьи (Aigner et al., 1977) состоит в разделении случайной ошибки ei на две 
составляющие: неэффективность предприятия ui и случайный шок vi , в результате чего мо‑
дель приобретает вид:

	 ( , )i i i iy f x v u= b   .	 (1)
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Разница между двумя компонентами случайной ошибки заключается в распределении: 
случайный шок описывается нормальной случайной величиной с нулевым средним, а неэф‑
фективность принимает только неотрицательные значения. Таким образом, даже при пол‑
ной эффективности производства наблюдаются отклонения выпуска от значений функции 
( , )if x b  в силу случайных шоков — ​граница производственных возможностей отдельного 

предприятия становится случайной ( ( , )i if x vb  ), что и дало название модели. Разница 
между абсолютной эффективностью и наличием неэффективности проявляется в распре‑
делении случайных отклонений: при абсолютной эффективности суммарная случайная 
ошибка i i iv ue =   распределена нормально, а при наличии неэффективности ее распреде‑
ление скошено влево. Авторы рассматривали два распределения неэффективности: экспо‑
ненциальное и полунормальное, которые до сих пор широко применяются. Обзор последо‑
вавших модификаций модели (1) представлен в статье (Малахов, Пильник, 2013) и книгах 
(Kumbhakar, Lovell, 2003; Kumbhakar et al., 2015).

Задача оценивания эффективности отдельного предприятия была решена на несколько 
лет позже статьи (Aigner et al., 1977), в которой для примера оценивались средние показатели 
неэффективности для металлургической и сельскохозяйственной отраслей США. В работе 
(Jondrow et al., 1982) было предложено оценивать показатель неэффективности ui предпри‑
ятия i случайной величиной ˆiu , определяемой следующим образом:

	 ˆˆ ( ( , ))i i iu g y f x=  b , где ( ) E( | )g u v ue =  =e .	 (2)

Величина ˆiu  получила название JLMS-оценки (по фамилиям авторов). Для настоящей 
статьи важно, что функция ( )g e  из формулы (2) является убывающей, т. е. чем больше объем 
производства при заданных ресурсах, тем меньше оценка неэффективности предприятия.

К настоящему времени вопросы оценивания базовой модели стохастической границы (1) 
и индивидуальных показателей эффективности предприятий хорошо изучены и представ‑
лены как в исследовательской, так и в учебной литературе (Greene, 2002; Малахов, Пильник, 
2013), а процедуры оценивания реализованы в статистических программах (Stata, R). Однако 
до сих пор мало изучена способность модели производственной границы ранжировать пред‑
приятия по эффективности, т. е. выделять относительно эффективные предприятия. В ста‑
тье (Horrace et al., 2015) изучено распределение ранга отдельного предприятия в выборке. 
Как отмечают авторы, их результаты помогают оценить степень неопределенности рангов, 
что имеет непосредственное отношение к точности ранжирования. Работа (Kumbhakar et al., 
2021) посвящена последствиям ошибок спецификации моделей стохастической границы. 
Среди прочего, в ней приводится пример, в котором оцененные ранги субъектов по эффек‑
тивности отрицательно коррелируют с истинными рангами из-за неверно специфицирован‑
ного распределения компонента неэффективности. В (Nikolskiy, Furmanov, 2022) рассматри‑
вается точность оцененных ранжировок целиком (для всей выборки, а не для отдельного 
предприятия), измеренная коэффициентами ранговой корреляции Спирмена и Харрелла 
между истинными показателями неэффективности и их оценками, полученными в серии 
статистических экспериментов. Авторы получили следующие результаты экспериментов.

•	 На выборках большого объема точность оцененных ранжировок зависит только от рас‑
пределений компонент случайной ошибки: случайных шоков vi и показателей неэф‑
фективности ui — ​в частности, от отношения их дисперсий.

•	 На выборках малого объема точность связана с числом наблюдений и числом оценива‑
емых параметров производственной функции: чем больше наблюдений и чем меньше 



И
. М

. Н
и

ко
л

ьс
ки

й
, К

. К
. Ф

ур
м

ан
о

в 

131

Applied  Econometrics  /  ПРИКЛАДНАЯ  ЭКОНОМЕТРИКА

Theory and methodology	 Теория и методология

2023, 71

параметров, тем выше корреляция рангов истинных показателей неэффективности 
и их оценок.

•	 Остальные различия в выборках и условиях эксперимента практически не оказывают 
влияние на ранжирующую способность модели стохастической границы.

Эти результаты означают, что для выборок большого объема корреляция истинных и оце‑
ненных ранжировок есть функция параметров распределений компонент случайной ошибки, 
а для выборок малого объема эта функция будет завышающей оценкой корреляции. Далее 
в настоящей статье будет представлено приближенное выражение для этой функции в слу‑
чае полунормального распределения неэффективности.

3. Измерение точности ранжировок

В эмпирической литературе принято подкреплять результаты оценивания эффективности 
анализом устойчивости этих оценок — ​сопоставлением ранжировок предприятий, получен‑
ных разными методами. Как правило, для измерения согласованности ранжировок исполь‑
зуется коэффициент ранговой корреляции Спирмена, см., например, (Малахов, Пильник, 
2013; Ипатова, 2015; Theodoridis, Psychoudakis, 2008; Kumbhakar, Peresetsky, 2013).

Для измерения точности ранжировок, т. е. согласованности рангов оценок неэффектив‑
ности с истинными значениями, коэффициент Спирмена неудобен. Истинные значения не‑
наблюдаемы, поэтому простой расчет коэффициента по выборке невозможен, а теоретиче‑
ский вывод затруднен тем, что нет четкого соответствия между выборочным коэффициен‑
том Спирмена и каким‑либо параметром распределения генеральной совокупности. Поэтому 
в настоящей работе используется коэффициент (или индекс) согласованности Харрелла 2 
(Harrell et al., 1982), имеющий как четкую и удобную формулировку в вероятностных тер‑
минах, так и содержательную интерпретацию.

Применительно к задаче измерения эффективности коэффициент Харрелла C можно 
определить следующим образом. Пусть из генеральной совокупности случайно отбирается 
пара субъектов (предприятий). Обозначим истинные компоненты неэффективности этих 
предприятий как 1 2,u u , а их оценки — ​ 1 2ˆ ˆ,u u  соответственно. Коэффициент согласованно‑
сти Харрелла (C-index) C  определяется как

	 1 2 1 2ˆ ˆP( | )C u u u u=   .	 (3)

Выборочный аналог рассчитывается как доля пар предприятий, для которых 1 2ˆ ˆu u , 
среди всех пар в выборке, удовлетворяющих условию 1 2u u , но в исследованиях по ре‑
альным данным это невозможно, поскольку величины 1 2,u u  ненаблюдаемы. Самая распро‑
страненная область применения данного коэффициента — ​измерение качества подгонки 
и прогнозной силы в моделях времени жизни (Newson, 2010; Rumyantseva, Furmanov, 2021; 
Крамаренко, Константинова, 2022).

Для теоретического анализа удобны также коэффициенты ранговой корреляции Кендалла 
и Сомерса — ​их связь с индексом Харрелла показана в статье (Newson, 2003) — ​но, помимо 
удобства вывода, выбор меры согласованности определялся и удобством использования. 

2	 Встречаются также названия «индекс конкордации» или «C-индекс» (от англ. concordance — ​согласован‑
ность). В англоязычной литературе он часто называется просто «Harrell’s C».
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Коэффициент Харрелла имеет простую и ясную интерпретацию: значение C показывает, 
с какой вероятностью модель в состоянии выделить из случайно отобранной пары пред‑
приятий более эффективное. Соответственно, значение 0.5 означает полное отсутствие ран‑
жирующей способности, значение 1 — ​максимальную точность ранжировок, значение 0 — ​
ошибки при каждом сравнении (т. е. ранжировки оценок оказываются противоположными 
ранжировкам истинных показателей неэффективности). Преимущество данного индекса 
по сравнению с общепринятым коэффициентом Спирмена заключается в возможности ин‑
терпретации не только крайних, но любых значений коэффициента Харрелла.

4. Асимптотический коэффициент Харрелла в простой модели 
стохастической границы

Рассмотрим регрессионную модель

( , )i i iy f x= b e ,

где yi — ​выпуск предприятия i, ( , )if x b  — ​производственная функция без учета случайных 
шоков, xi — ​детерминированный вектор затрат факторов производства, b — ​вектор пара‑
метров производственной функции, ei — ​случайная ошибка, состоящая из двух компонент: 

i i iv ue =  . Здесь vi — ​случайный шок, определяющий различия в производственных воз‑
можностях предприятий, так что для предприятия i наибольший возможный выпуск при за‑
тратах факторов xi равен ( , )i if x vb  , а ui — ​компонента неэффективности, разность между 
наблюдаемым и наибольшим возможным выпуском.

Будем считать, что  2~ 0,i vv N s ,  2~ 0,i uu N s , т. е. компонента ui имеет то же распреде‑
ление, что и модуль нормальной случайной величины с нулевым математическим ожиданием 
и дисперсией 2

us . Величины 1 1, . . . , , . . .,n nv v u u  независимы в совокупности (n — ​число наблюде‑
ний). Предположения о независимости vi и ui, а также нормальности случайного шока vi — ​об‑
щепринятые для моделей стохастической границы 3, а полунормальность распределения ком‑
поненты неэффективности ui — ​лишь один из существующих вариантов спецификации мо‑
дели, предложенный в статье (Aigner et al., 1977) и широко используемый в настоящее время.

Параметры производственной функции b и распределений случайных компонент 2
vs   

и  2
us  обычно оцениваются либо методом максимального правдоподобия, либо комбина‑

цией метода наименьших квадратов и метода моментов — ​в обоих случаях оценки получа‑
ются состоятельными (Greene, 2002, p. 459). Это — ​единственное важное для дальнейших 
выводов свойство, и далее оценки будут обозначаться как 2 2ˆ ˆ ˆ, ,v ub s s  без указания конкрет‑
ного метода. Оценка ˆiu  компоненты неэффективности iu  есть убывающая функция от ре‑
грессионного остатка ˆˆ ( , )i i iy f xe =  b , этому требованию удовлетворяет оценка JLMS (2).

Выразим коэффициент Харрелла (3) через параметры данной модели. Будем рассматри‑
вать наблюдения с индексами 1 и 2 в качестве случайно отобранных, так что

 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2
ˆ ˆˆ ˆP( | ) P ( , ) ( , ) | .C u u u u y f x y f x u u=   =  b   b 

3	 Встречаются варианты модели стохастической границы, допускающие зависимость случайного шока и не‑
эффективности (Айвазян и др., 2014b; Mamonov et al., 2022), однако широкого применения они пока не нашли.
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Определяемый таким образом коэффициент C будет различен для разных пар наблю‑
дений, т. к. распределение остатков ˆ ie  зависит от объясняющих переменных xi. В пределе 
при росте объема выборки n эти различия исчезнут из-за состоятельности оценок параме‑
тров производственной функции b̂. Пусть функция ( , )f x b  непрерывна по b. Тогда верно 
следующее равенство:

 1 1 2 2 1 2
ˆ ˆlimP ( , ) ( , ) |asy n

C y f x y f x u u


=  b   b  =

 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2P ( , ) ( , ) | P( | ).y f x y f x u u v u v u u u=  b   b  =    

Отсюда видно, что асимптотический коэффициент Харрелла asyC  не зависит от выбора 
наблюдений, т. к. случайные пары ( , )i iv u  во всех наблюдениях одинаково распределены. 
По этой же причине 1

21 2P( )u u = . Таким образом,

	  1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2P( | ) 2P , .asyC v u v u u u v u v u u u=     =     	 (4)

Формула (4) справедлива независимо от распределения участвующих в ней случайных 
величин, единственное ограничение — ​требуется непрерывность распределения неэффек‑
тивности, что вместе с независимостью наблюдений гарантирует выполнение равенства 

1
21 2P( )u u = . Для дискретных и смешанных случайных величин 1

21 2P( )u u  , т. к. с по‑
ложительной вероятностью значения 1u  и  2u  совпадают. Однако это ограничение несуще‑
ственно, поскольку для практических целей используются именно непрерывные распреде‑
ления неэффективности.

По формуле (4) можно рассчитать асимптотические значения коэффициента Харрелла для 
заданных распределений случайных компонент методом Монте-Карло независимо от вида 
распределений. Ниже приводится вывод формулы для приближенных вычислений, пригод‑
ной для конкретного случая полунормальной неэффективности.

5. Приближенный расчет коэффициента Харрелла  
при полунормальном распределении неэффективности

В этом разделе используется предположение о независимости случайных ошибок в раз‑
ных наблюдениях, которое типично для моделей пространственных выборок (cross-section 
data).

Введем случайные величины 1 2v v=   и  1 2u u=   и выразим через них асимптотиче‑
ский коэффициент Харрелла (4):

	  2P 0, 0  .asyC =   	 (5)

Величина  нормально распределена по предпосылкам модели, что касается величины 
, то ее распределение можно считать приближенно нормальным. Это иллюстрирует рис. 1, 
где приведена гистограмма разности независимых полунормальных величин в сгенериро‑
ванной (из миллиона наблюдений) выборке вместе с графиком плотности нормального рас‑
пределения, у которого в качестве параметров брались оценки математического ожидания 
и дисперсии по выборке из разностей полунормальных величин. Видно, что распределения 
в целом близки, хотя плотность  заметно больше нормальной в окрестности нуля.
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Если считать  нормальной случайной величиной, то совместное распределение  и    
получится совместным нормальным, т. к.  и  независимы в силу независимости компонент 
случайной ошибки vi и ui . Тогда расчет коэффициента конкордации по формуле (5) сводится 
к расчету значения функции двумерного нормального распределения в точке (0,0). Найдем 
характеристики распределения величин  и  .

Математические ожидания:

1 2E( ) E( ) E( ) 0;u u =  =  2 1E( ) E( ) E( ) E( ) 0.v v =  =  =

При расчете дисперсий будем пользоваться выражением для дисперсии полунормаль‑
ной случайной величины (Greene, 2002, p. 535):  2

1 2V( ) V( ) 1 2uu u= =s   . В силу неза‑
висимости наблюдений

 2
1 2V( ) V( ) V( ) 2 1 2uu u =  = s   ;

 2 2
1 2V( ) V( ) V( ) V( ) V( ) V( ) 2 1 2 2u vv v =    =    = s    s .

Ковариация:

Cov( , ) V( ) Cov( , ) V( )  =     =  .

Корреляция:

 
 

2

2 2

1 2Cov( , ) V( )
Corr( , )

V( ) 1 2V( )V( )
u

u v

s    
  = = =

 s   s 
.

Обозначим долю дисперсии неэффективности в дисперсии суммарной случайной со‑
ставляющей через q:

 
 

2

2 2

1 2V( ) V( )
V( ) V( ) V( ) 1 2

ui i

i i i i u v

u u
v u v u

s  
q= = =

  s   s
.

0

0.2

0.4

0.6

П
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тн
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ть
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Разность двух независимых полунормальных случайных величин

Рис. 1. Гистограмма разности полунормальных случайных величин  
и нормальная плотность
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Тогда Corr( , )  = q .
Считая, что случайные величины  и    имеют совместное нормальное распределе‑

ние, переписываем выражение (5) через функцию двумерного нормального распределения:

	  22 0,0;asyC   q .	 (6)

Здесь  2 , ;x y r  — ​значение функции совместного распределения двух стандартных 
нормальных величин с коэффициентом корреляции r в точке (x, y). Хотя величины  и    
не стандартизованы (их дисперсии могут отличаться от 1), это не имеет значения при рас‑
чете функции распределения в точке (x, y) = (0, 0). Равенство (6) является приближенным, 
поскольку истинное совместное распределение отличается от нормального. Точность этого 
равенства рассматривается в следующем разделе статьи.

Из формулы (6) следует, что асимптотически ранжирующая способность модели стоха‑
стической границы зависит от единственного параметра q — ​вклада неэффективности в дис‑
персию случайной ошибки. На рисунке 2 приведен график зависимости асимптотического 
коэффициента Харрелла от q согласно формуле (6).

6. Практические аспекты

При практическом применении формулы (6) для измерения точности ранжировок пред‑
приятий по неэффективности стоит обратить внимание на возможные источники ошибок.

Ошибка спецификации модели. В какой‑то мере ошибки спецификации можно выявить 
тестами на функциональную форму и гетероскедастичность, изучением распределения 
остатков регрессии. Однако по имеющимся данным невозможно по отдельности опреде‑
лить распределение случайных компонент u и v, т. к. одному и тому же распределению сум‑
марной ошибки e могут соответствовать разные распределения компонент. Данные также 
не дают оснований считать, что обе эти компоненты существуют и имеют именно тот смысл, 
который придает им исследователь. Вместе с тем последствия ошибок спецификации могут 
быть существенными. Так, в работе (Kumbhakar et al., 2021) показано, как неверно заданное 
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Рис. 2. Асимптотический коэффициент Харрелла (Harrell’s C)  
в зависимости от доли дисперсии неэффективности в суммарной дисперсии (theta)
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распределение показателя неэффективности приводит к изменению знаков предельных эф‑
фектов, отражающих связь неэффективности с объясняющими переменными, и близкой 
к нулю или отрицательной корреляции истинных и оцененных ранжировок.

Объем выборки. Выражение (4) и выведенная на его основании формула (6) относятся 
к асимптотическому коэффициенту согласованности, что не позволяет корректно приме‑
нять их для анализа конечных выборок без дополнительного исследования (пример такого 
исследования приведен в табл. 1).

Ошибка приближения. Формула (6) получена не совсем «законной» заменой распреде‑
ления разности полунормальных величин нормальным распределением, потому не выпол‑
няется как строгое равенство.

Различие между теоретическим и выборочным коэффициентами Харрелла. Практическое 
значение при анализе конкретной выборки имеет не вероятность правильно определить бо‑
лее эффективное предприятие, а доля случаев, в которых модель дала правильный резуль‑
тат, т. е. выборочный коэффициент Харрелла для практики важнее теоретического. А на ма‑
лых выборках между ними могут быть заметные расхождения.

Ошибка оценивания. Значения параметров 2
vs  и  2

us  на практике неизвестны, так что для 
расчета коэффициента согласованности ранжировок придется использовать оцененные зна‑
чения 2ˆ vs  и  2ˆ us .

Невозможность отдельного исследования случайных шоков и неэффективности — ​сла‑
бое место анализа стохастической границы вообще, а не только рассматриваемой модели. 
Для изучения погрешности приближения было проведено дополнительное исследование. 
Значение асимптотического коэффициента Харрелла рассчитывалось симуляциями по фор‑
муле (4) и сравнивалось со значением, которое дает формула (6). Результаты этого исследова‑
ния приведены в табл. 1, куда включены также и полученные симуляциями значения коэффи‑
циента Харрелла для конечных выборок, взятые из статьи (Nikolskiy, Furmanov, 2022, с. 325).

Во всех случаях, представленных в таблице, формула (6) завышала асимптотический ко‑
эффициент Харрелла, наибольшее расхождение с симулированными значениями составило 
0.012. Из таблицы также следует, что асимптотические значения выше значений, полученных 

Таблица 1. Коэффициенты Харрелла для выборок конечного объема n, а также 
асимптотические коэффициенты Харрелла, рассчитанные симуляциями по формуле (4) 
и приближенно по формуле (6)

Вклад неэффектив‑
ности q

C для конечных выборок Асимптотический коэффициент Casy 

n = 25 n = 100 Симуляции  
по формуле (4)

По формуле (6)

0.1 0.594 0.598 0.599 0.602
0.2 0.635 0.641 0.643 0.646
0.3 0.671 0.675 0.678 0.686
0.4 0.696 0.708 0.710 0.718
0.5 0.724 0.737 0.741 0.750
0.6 0.754 0.769 0.771 0.782
0.7 0.783 0.800 0.804 0.815
0.8 0.813 0.834 0.840 0.852
0.9 0.854 0.880 0.886 0.896
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для конечных выборок. Можно заключить, что формула (6) дает оценку сверху для коэффи‑
циента Харрелла на реальных выборках (но именно для теоретического, не выборочного 
коэффициента, отражающего вероятность, а не долю). Для выборок большого объема рас‑
хождение между истинным и приближенным значением находится в пределах 0.02, что, воз‑
можно, устроит многих исследователей и практиков.

Как пример использования полученного результата оценим ранжирующую способность 
модели стохастической границы, представленной в основополагающей статье (Aigner et al., 
1977). Оценив производственную функцию металлургической промышленности по дан‑
ным 28 штатов США, авторы статьи рассчитали, что лишь 0.361% дисперсии случайной 
ошибки приходится на неэффективность (Aigner et al., 1977, p. 33). Подставим это значе‑
ние в формулу (6):

 22 0,0; 0.00361 0.519asyC   = .

Асимптотический коэффициент Харрелла, соответствующий данному вкладу неэффек‑
тивности в суммарную дисперсию, означает, что из двух случайных штатов модель выби‑
рает более эффективный с вероятностью 51.9% (немногим точнее исхода при бросании 
монеты). Поэтому с точки зрения составления рейтинга штатов по эффективности модель 
оказывается непригодной, даже если пренебречь малым объемом выборки и погрешностью 
нормального приближения. Правда, благодаря тому же малому объему выборки, модельный 
рейтинг штатов может случайно привести к доле правильных сравнений, заметно большей 
0.519, но это может возникнуть и при бросании монеты. Для того чтобы ранжировка пред‑
приятий или других субъектов принятия решения была точной не случайно, необходима вы‑
сокая доля неэффективности в суммарной дисперсии случайной ошибки.

7. Заключение

Предложенная в статье формула приближенного расчета коэффициента согласованно‑
сти пригодна в жестких предположениях исходной модели из статьи (Aigner et al., 1977), 
причем требует полунормального распределения неэффективности (в первоначальной ста‑
тье допускалось и экспоненциальное распределение). В какой мере полученные результаты 
чувствительны к нарушениям этих предпосылок, авторам на данный момент неизвестно. 
Исследователю, желающему оценить ранжирующую способность модели стохастической 
границы с другим распределением неэффективности, можно предложить воспользоваться 
формулой (4) и рассчитать коэффициент Харрелла симуляционными методами.

Пожалуй, основная проблема состоит в невозможности отделить неэффективность от слу‑
чайных шоков без предположений о распределении случайных компонент (во всяком слу‑
чае, без повторяющихся наблюдений за субъектами принятия решения). Обоснование этих 
предпосылок неясно — ​авторы первоначальной статьи (Aigner et al., 1977) не уделили этому 
внимания, а в современной эмпирической литературе они воспринимаются как данность, ко‑
торая обусловлена не только исследовательской традицией, но и возможностями программ‑
ного обеспечения. Для уверенности в оценках точности ранжировок, полученных по модели 
стохастической границы, прежде всего надо быть уверенным в том, что отклонения наблю‑
дений от «функции регрессии» действительно разбиваются на две компоненты — ​нормально 
распределенные случайные шоки и не нормально распределенная неэффективность.
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Assessing the accuracy of efficiency rankings obtained from  
a stochastic frontier model

A technique for assessing the concordance between true inefficiency of decision making units in a basic 
stochastic frontier model and their JLMS estimates is proposed. An approximate formula for Harrell’s 
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